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 إهــــــــداء

 لنا  أهدي هذا الكتاب إلى سوجتً حيث لها الفضل فً تىفير الجى المناسة

 تحقيق ما حققناه من إنجاس .لنستطيع 

 

 
 

 التً شملتنا تزعايتها لتحقيق هذا الانجاس . أهدي كتاتً هذا لىالدتً

 

 

و الجى وء التً كانت دائما تشجعنا و نهئ لنا كل سثل الهد  لىالدتً  أهدي هذا الكتاب

 تتكار .المناسة للتأمل و الا
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 انـجـبة  الأول

 َـظـريـبد  انـجـبحـث  أحـًـد  شـكـشـك
 

                                         
 

 نبذة عن الباحث
المراحل  ولد أحمد شكشك بمدينة القليوبية بجمهورية مصر العربية ودرس فى

الابتدائية والاعدادية والثانوية بالمدارس الحكومية المصرية ثم التحق بكلية الإعلام وقد 
حينئذ   2041أكتوبر عام وضع أول نظرية لو وىى نظرية نقاط المضلع وكان ذلك فى 

 7كان فى الصف الاول الثانوى وقبل إتمام المرحلة الثانوية وصل عدد النظريات لو إلى 
.   نظريات 40تتالت النظريات فى المرحلة الجامعية إلى أن وصل العدد إلى و نظريات 

كما ابتكر عدد من أجهزة القياس منهم جهاز يقيس زاوية سقوط أشعة الشمس على 
الارض وآخر يقيس زاوية ميل الاسطح المائلة وجهاز آخر ينتج غاز ثانى أكسيد 

 عض أنواع من الادوية. الكربون المستخدم فى مزارع الفطريات التى تنتج ب
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 َمبط الدضهعَظريخ 
يكؾف  nلاعو ضكعجد أ Lفي أي مزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو 

    مع عؽ أضلاعو يداكى مقجار ثابتمجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي لمسز
 

 
             (

   

 
)  

 

 
 

 :  * السعظيات 

مزمع   A B C D E Fفي كل مؽ الثلاث أشكاؿ الدابقة يكؾف 
   ̅    ،  نقظتيؽ داخمو   n ،  x   ,  y      ىشجسي مشتغؼ عجد أضلاعو

 .   Lكطؾؿ ضمعو   ىي مخكدة

 :  * السظمؾب
يكؾف مجسؾع أبعاد أي مشيؼ     Xك Yك ̅    إثبات أف كل مؽ الشقاط

 السزمع يداكى مقجار ثابت عؽ أضلاع 
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 :  العسل* 
   بخؤكس السزمع  X  ك Y ك   ̅ في الأشكاؿ الثلاثة نرل كل مؽ الشقاط  -

A  , B ،     C  ,  D  ,  E  ,  F     
عمي أضلاع السزمع فتكؾف    Fig (A) في    X  ثؼ ندقط الأعسجة مؽ -

   .X 1 ,   X2  ,  X3  ,  X4  ,  X5  ,  X6    ىي
عمي أضلاع السزمع فتكؾف ىي  Fig (B)في   Y  ثؼ ندقط الأعسجة مؽ -

Y1  , Y2  ,  Y3   ,  Y4   , Y5  , Y6    . 
أضلاع السزمع فتكؾف ىي عمي  Fig (C)في   ̅   ثؼ ندقط الأعسجة مؽ -

Z1  ,   Z 2  ,  Z3  ,  Z4  ,  Z5   ,  Z6  . 

 :  * البخىاف
 مؽ السثمثات.    n   يشقدؼ السزمع إلي   Fig (A)  في
 =   السزمعمداحة    

=   Δ XAB  +  Δ XBC  +  Δ XCD  +  Δ XDE  +  Δ XEF  +  Δ 

XFA   =  

=   
 

 
       

 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
      = 

=    
 

 
   (                   )   ……………. (1) 

   كسا بخىشا في Fig (A)  نجج في  Fig (B)    أف مداحة السزمع=  
=    

 

  
   (                        )    …………(2)  

  =  أف مداحة السزمع Fig (C)   نجج في  Fig (A) * أيزا كسا بخىشا في 
=   

 

 
    (                 )      ………… (3) 

 :  ( نجج أف3( ك )2( ك )1مؽ )
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(                   )   = 

(                   )   = 

(                   )   = 

مقجار   أي أف مجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي إلي السزمع عؽ أضلاعو 
ىي  ̅  بسا أف     Fig (C)  نشغخ إلي بتثابت كلإيجاد ىحا السقجار الثا

 مخكد السزمع اليشجسي السشتغؼ 
  Z1  =  Z2  =  Z3  =  Z4  =  Z5  =  Z6  =  Z                           
        مداحة السزمع   

 
        

بقدسو إلي مثمثيؽ متظابقيؽ    Z  نجج أف البعج   Δ A ̅B كلكؽ في السثمث 
 لحلػ 

    ̅       
 

 
       ̅  

But ,          ̅     
   

 
 

             ̅    
   

 
 

But        
 

 
          

   

 
 

     مداحة السزمع  
=   

 

 
      

 

   
          

   

 
 

=   
 

 
               

   

 
           ………… (4) 

 :( ندتشتج أف 4( ، )2مؽ )
 

 
                

   

 
   (مجسهع  الأبعاد)     

 
    

 عمي بالقدسة 

 
 :يشتج أف      
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 (مجسهع الأبعاد)      

 .كىؾ السظمؾب إثباتو 

  



  

9 

   

 1َتيجخ 
  في أي مزمع متداكى الأضلاع بذخط جسيع زكاياه الجاخمية كل مشيؼ 

  جسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي لمسزمع عؽ أضلاعو م  يكؾف    ق081 قل مؽ أ
 .  ثابتة  قيسة
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 َمبط الذروَظريخ 
شتغؼ عؽ أكجو تداكى مجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي إلي ىخـ ثلاثي م

  . قيسة ثابتة

=  √  ⁄     

 .  ، أي تداكى ارتفاع اليخـ ـ ىؾ طؾؿ حخؼ اليخ  L :  حيث
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 السعظيات: *

A B C D    ىخـ ثلاثي مشتغؼ طؾؿ حخفو        L،  E    نقظة
 .  ىي مخكد اليخـ  M  ،  داخل اليخـ
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 =: إثبات أف مجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي إلي اليخـ عؽ أكجيو   السظمؾب* 

√  =  اليخـ ارتفاع  =قيسة ثابتة  
 

 
    .  

 :  * العسل
 BHثؼ نرل  CDمشترف  H، فتكؾف       ندقط العسؾد 

 فتكؾف  BCD   عمي السدتؾى  AO  ثؼ ندقط العسؾد        فيكؾف 
O  ىي نقظة تقاطع الستؾسظات لمسثمث BCD   الحي ىؾ قاعجة اليخـ كسا ىؾ

 .  معخكؼ مؽ قبل
  O    تقع عمي    BH مؽ جية الخأس    2 : 1  كتقدسو بشدبةB  عمي

 .  التختيب

       
 

 
      

 

 
    

 :  البخىاف* 
جسيع أكجو اليخـ الثلاثي السشتغؼ تكؾف مثمثات متداكية الأضلاع كمتظابقة 

 كىحا يؤدي إلي أف تكؾف متؾسظات الأكجو تكؾف متداكية 
                       

 .  ( متؾسظات في مثمثاف متداكياف الأضلاع كمشظبقاف )

       
 

  
    

 *Δ AHD   قائؼ الداكية في  AHD  
So :  

(    )          
 

 
        

 

 
     

       
√ 
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√ 

 
       

 

 √ 
    

  (  )     
 

  
      

 :  يكؾف      AOH  القائؼ في الداكية في  Δ AOH في ، 

(  )    (  )    (  )    
 

 
      

 

  
       

  
 

  
       

 

   
       

 

  
     

√                                         كىؾ ارتفاع اليخـ
 

 
      

   = حجؼ اليخـ   
 

√  ×  القاعجة  
 

 
    ( ...............0) 

 . حيث أف القاعجة ىي أي كجو في اليخـ

  بخؤكس اليخـ فيتكؾف بحلػ  E  تشتسي لميخـ ثؼ نرل نقظة  E * نفخض أف 
  EBCD , EADB  , EACD  , EABC   : أىخامات ىؼ كالأتي  4

    ,  E1  , E2عمي أبعاد مؽ أكجو اليخـ بالتختيب ىؼ   E  * نفخض أف الشقظة

E3  ,  E4  . 
 أىخامات ىؼ بالتختيب 4بخؤكس اليخـ فيكؾف  M* أيزاً كسا نرل مخكد اليخـ 

:  MBCD  , MADB  ,  MACD ,  MABC . 
 , M1  عمي أبعاد مؽ أكجو اليخـ بالتختيب ىؼ  M  * كسا نفخض أف الشقظة

M2  ,  M3   ,  M4  
      E  مجسؾع حجؾـ أىخامات الشقظة   
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( E1 +  E2 +  E3 +  E4 )      ……… (2)            القاعجة 

 
       

     M * أيزا مجسؾع حجؾـ أىخامات الشقظة 

( M1 + M2 + M3 + M4 )       ………… (3)     القاعجة 

 
       

From (1) , (2) & (3),    we result that :  

(             )    (             )   √
 

 
   

N.B :  

                       ارتفاع اليخـ
 

 
  

ارتفاع   مشتغؼ عؽ أكجو أي أنو مجسؾع أبعاد أي  نقظة تشتسي ليخـ ثلاثي 

√   اليخـ 
 

 
      

That is the prove 

 (0نتيجة )
   مجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي إلي مكعب عؽ أكجيو تداكى قيسة ثابتة  )

3L  ثحي  L  السكعب ىي طؾؿ حخؼ  ). 
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نقظتيؽ داخل    L    ،   N   ,  M مكعب طؾؿ ضمعو   : السعظيات *

 .  السكعب
 

 : * السظمؾب
عؽ أكجيو تداكى قيسة  سكعبإثبات أف مجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي لم

 .  ثابتة
 :  * العسل

بخؤكس   M , N  ثؼ نرل كعبتشتسي إلي الس  M , N  نفخض نقظتيؽ
أىخامات رأس كل   6  كعببخؤكس الس  M  فيذأ مؽ تؾصيل ثسانيةال عبكالس

  6  كعببخؤكس الس  N  ، كسا يشذأ عؽ تؾصيل الشقظةM   مشيؼ ىي الشقظة 
 .   N رأس كل مشيؼ ىي الشقظة  يكؾف أىخامات ك 
 :  * البخىاف

   , M1ىي ) سكعبلم الدتةمػؽ الأكجػو  M   نفخض أف أبعػاد الشقظػة

M2 , ……, M6 )  للؤىخامات دتةكىي الارتفاعات ال  . 
 (. N1 , N2 ,……, N6عؽ الأكجو ىي ) N  نفخض أف أبعاد الشقظة  أيزاً * 

أكجو  دتةحيث أف ال  ،  A  ىي سكعب* نفخض أف مداحة الؾجو الؾاحج لم
 :  متظابقة فيكؾف 

  
 

 
      

 

 
        

 

 
 سكعبحجؼ ال     

  
 

 
    (            )             ( )  
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 أيزاً  سكعبحجؼ ال ( )          (            )   

From (1) & (2)   ,         it results that :  

( N1 +  N2 + ……… + N6 )   =  ( M1 +  M2 + ……… +  M6 ) 

 قيسة ثابتة  =عؽ أكجيو كعب أي أف مجسؾع أبعاد أي نقظة تدسي لمس
 )كىؾ السظمؾب إثباتو(
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 :  (2نتيجة )
مجسؾع أبعاد أي نقظة تشتسي إلى مجدؼ متعجد الأكجو الستظابقة عؽ أكجيو  )

 ( قيسة ثابتة   =
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 َظريخ دوائر الدستميًبد الدتمبععخ
السدافة بيؽ مخكدي دائختيؽ مساستيؽ لسدتكيسيؽ متقاطعيؽ كفي جيتيؽ 

    ؽ التقاطع ممتقابمتيؽ 

   (      )        
 

 
  

ىي زاكية التقاطع مؽ جية   θ  ، ىسا أنراؼ أقظار الجائختيؽ R1 , R2 حيث
 .  الجائختيؽ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : * السعظيات
L2 , L1   مدتكيساف متقاطعاف في  الشقظة  X  ،  N , M     دائختاف

  في    L2 , L1عمي التختيب كيسداف السدتكيساف   R2  , R1  أنراؼ أقظارىسا
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A , C , B , D   كفي جيتيؽ متقابمتيؽ مؽ التقاطععمي التختيب  ،   θ   ىي
 .  زاكية التقاطع مؽ جية الجائختيؽ
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 :  * السظمؾب
     N , M     السدافة بيؽ مخكدي الجائختيؽ إثبات أف

  (     )         
 

 
 

 :  * العسل
  NX ك  NB ك  NA ك  MX ك  MD ك  MC نرل كل مؽ 

 :  * البخىاف
 :  فييسا Δ X M D      ك    Δ X M Cمؽ تظابق 

XM           ؾمذتخ            ,        MC  =   MD 

    XCM   =      XDM   =   90
o
 

  MXC   =      MXD       كيشتج أف   Δ Δ يشظبق    

   =  قج انقدست إلي نرفيؽ كل مشيؼ   θ     أي أف
 

  

      NXA   =      NXB    بالسثل    
i . e  :               (1)  =    (2)  =    (3)  =    (4)  =  

 

 
     

   ( )     ( )                    

 . عمي استقامة كاحجة   N  ,  X  ,  M   الشقاط   
     N , M  السدافة بيؽ مخكدي الجائختيؽ    

                      
 

 
             

 

 
   

  (       )        
 

 
 

 كىؾ السظمؾب إثباتو
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 لدضهعبد الدتُبصفخا َظريخ
 تسييج: 

 إذا نرفت أضلاع مزمع ىشجسي مشتغؼ   Fig (A)كسا ىؾ كاضح في 

M   طؾؿ ضمعو L   عجد أضلاعو ك  n  ،  كقج كصمشا بيؽ نقاط التشريف  ،
اليشجسي كنفذ عجد لو نفذ السخكد   M-1  فإنو يشذأ مزمع ىشجسي مشتغؼ

كبالسثل إذا حجث نفذ الذئ   L-1  الأضلاع كلكؽ لو طؾؿ ضمع أقل  ىؾ
أيزا لو نفذ السخكد كنفذ عجد   M-2  فإنو يشذأ السزمع  M-1 لمسزمع 

   M--Nكىكحا الى السزمع   L-2  أقل ىؾ كلكؽ لو طؾؿ ضمع  n الأضلاع 
 ، L-N    الحى لو نفذ السخكد اليشجسي كلو طؾؿ ضمع
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   M1  ناشئ مؽ تشريف أضلاع السزمع  M  كبالعكذ فإف السزمع
 L1جد الأضلاع كلكؽ لو طؾؿ ضمع أكبخ ىؾ عالحي لو نفذ السخكد كنفذ 

، كىكحا M2  تشريف أضلاع مزمع أكبخ ىؾ  ؽمشئ نا  M1كبالسثل السزمع 
. كىكحا يشذأ بسا n   كعجد أضلاع   LN الحي طؾؿ ضمعو   MN  إلي السزمع

 : Fig (B)    يدسي )خط شكذػ لمسزمعات الستشاصفة( كسا ىؾ كاضح في

 
 : Fig (A)  * في 

 ,…… , M–N  , …….. , M-2 , M-1 , M , M1 , M2 السزمعات

MN  ليؼ أطؾاؿ أضلاع عمي التختيبL-N , ……., L-2 , L-1 , L , L1 , L2 , 

……, LN  الأضلاعكليؼ نفذ السخكد كنفذ عجد   n . 
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 يُغوق انُظريخ
ككصمت نقاط التشريف   M إذا نرفت أضلاع مزمع ىشجسي مشتغؼ 

في السخكد    Mيذتخؾ مع السزمع   M-1  فإنو يشذأ مزمع ىشجسي مشتغؼ
، كإذا حجث   L-1كلكؽ لو طؾؿ ضمع أصغخ ىؾ     n كلو نفذ عجد الأضلاع

  كىكحا إلي السزمع  M-2 فديشتج السزمع   M-1 نفذ الذئ الدابق لمسزمع 
M-N  ،  كبحلػ تشذأ )سمدمة السزمعات الرغخى( كسا فيFig (A)  كبالعكذ ،

  إلي ........كىكحا   M1 ناشئ مؽ تشريف أضلاع السزمع  M   السزمع
MN   كبحلػ تشذأ )سمدمة السزمعات الكبخى( كيكؾف: 

           
   (
   

 
)  

              
  (
   

 
)  

 :  حيث
L     ىؾ طؾؿ ضمع السزمع الأساسM 

LN    ىؾ طؾؿ ضمع السزمع الأساسيMN 
L-N    ىؾ طؾؿ ضمع السزمع الأساسيM-N 

n      ىي عجد أضلاع السزمع الأساسي 
N     ىي رقؼ السزمع في )سمدمة السزمعات الكبخى( ابتجاء مؽ السزمع M1 . 

-N  ( ابتجاء مؽ السزمع ىي رقؼ السزمع في )سمدمة السزمعات الرغخى M-1  
 :  * السعظيات

 M-2 , M-1 , M , M1 , M2كل مؽ السزمعات    Fig(A)كسا في  
كعجد أضلاع كل   E  مزمعات ىشجسية مشتغسة كمذتخكة في السخكد اليشجسي
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،   M-1  تشرف أضلاع السزمع  M-2  بحيث رؤكس السزمع   nمشيؼ ىؾ 
  ، رؤكس أضلاع السزمع   M  تشرف أضلاع السزمع  M-1  رؤكس السزمع

M   تشرف أضلاع السزمع M1 رؤكس السزمع ،M1   تشرف أضلاع
 :  كيكؾف   M2السزمع 

 L  طؾؿ ضمعو   Mالسزمع الأساسي 
 L1  طؾؿ ضمعو  M1 السزمع الأساسي 
 L2 طؾؿ ضمعو   M2  السزمع الأساسي
 LN طؾؿ ضمعو   MN  السزمع الأساسي

 L-1  طؾؿ ضمعو  M-1  السزمع
   L-2طؾؿ ضمعو   M-2  السزمع
 L-N  طؾؿ ضمعو  M-N  السزمع

 :  إثبات أف    :  * السظمؾب

*             
   (

   

 
)    ( ) 

*                
   (

   

 
)    ( ) 

 :  * العسل
 OK  كيقظع   C في   DR  كيقع   Aفي         ندقط العسؾد  -

 . H  في 
̅    ندقط العسؾد -   ̅ O  كيقظع   Zفي  ̅ D   كيقظع  S  في     

 . T   في
 . EK , ER , EF  ,  EO , ED  ,   EB   نرل كل مؽ -
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 :  * البخىاف
 : Fig (A)  كسا في 

* جسيع القظع السدتكيسة الؾاصمة بيؽ مخكد أي مزمع ىشجسي مشتغؼ كرؤكسو 
 .  ( حكيقة كتشرف زكايا رأس السزمع )تكؾف متداكية 

* جسيع الأعسجة الداقظة مؽ مخكد أي مزمع ىشجسي مشتغؼ عمي أضلاعو 
 .  ( حكيقة تكؾف متداكية كتشرف أضلاع السزمع )

              ( 
   

 
 )  

             ( 
   

 
 )      

 .  ىي عجد أضلاع السزمع  n  حيث
يكؾنؾا عمي استقامػة كاحػجة ككحلػ   B , D , O , E أكلًا نثبت أف الشقاط  * 

  F R K E  الشقاط 
 . X   في AS   قظع  BE  نفخض أف  *
 : فييسا   Δ SBX ك  Δ ABX  في السثمثاف  *

                                                                                            
   BX                                                 ) مذتخؾ (

 ك  AB  =  SB                       (M2   أنراؼ أضلاع السزمع )
            ك   ABX  =    SBX          ( M2  أنراؼ زكايا رأسية لمسزمع )

  AX = SX :  يشظمق السثمثاف كيشتج أف   
   X  في مشترف  AS 

   X   تشظبق عمى راس السزمع M   ،  أي تشظبق عمى الخأسD  
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   ED   يشظبق عمى EB         ( ......0 ) 
  بالسثاؿ نفخض أف   ED قظع  CZ  في   Y . 
 : فييا   Δ DZYك    Δ DCYفي السثمثاف    

 DY   مذتخؾ 
 ك  DC  =   DZ        (M  زمعأنراؼ أضلاع في ال )

 ك            CDY   =      ZDY   (  Mع مرأسية في السزأنراؼ زكايا  )
       CY  =  ZY:  يشظبق السثمثاف كيشتج أف   
   Y  تشظبق عمى    O . 
  EO    يشظبق عمي ED       ( ............2) 

 :  ( ندتشتج أف2( ، )1مؽ )
   EO   عمي   يشظبق  ED يشظبق عمي  EB  . 
 .  تقع عمي استقامة كاحجة  E  ,  O  ,  D  ,  B كل مؽ الشقاط    
تقع عمي   E , K , R , F  بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف كل مؽ الشقاط  *

 .  استقامة كاحجة
*  < AFE  =  < CRE  =  < HKE  

 أنراؼ زكايا رأسية في مزمعات مشتغسة متذابيا 
 الثلاث زكايا متداكية كفي كضع تشاعخ      

     FB  //  RD  //  KO  

   EA     عسؾدي عمي كل مؽ   FB  ,  RD  ,  KO . 
 ̅     ̅     ̅    عسؾدي عمي كل مؽ  ES  * بالسثل

 :  ثانياً البخىاف  *
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             ,                    
 

 
                        

                                
 

 
     ( 

 

    
 ) ( 

    

       
 )                                        

  
 

 
   ( 

 

       
 )   

 

 
        

                                   ( ) 

                    
 

 
                    

But :    AB  =  AD  tan θ 

        
 

 
                              

But :     L2     2 AB 

           
 

 
                   ( 

    

       
 ) 

                ( 
 

       
 ) (      )  

              
                ( ) 

From (3) and (4) ,     we result that  : 

           
  ( 
   

 
 )  

 كىؾ السظمؾب أكلًا           
*                          

 

  
            

                     ,                     
 

 
                    

  
 

 
    ( 

       

    
 )        
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                                        ( ) 

                     
 

 
                     

        ,                  
 

 
                       sin θ                 

            
 

 
                  

But :      L-2  =   2 OH 

             
 

 
               

                   
                 ( )   

 :ندتشتج أف   ( 6( ك )5مؽ )

              
     

 كىؾ السظمؾب ثانياً                               
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 يضهعبد اندوائر َظريخ
،  إذا اشتخكت عجة مزمعات ىشجسية مشتغسة كمتذابية في مخكد كاحج

، بحيث تسذ رؤكس مزمع كفي  كالحي يميوبحيث تؾجج دائخة بيؽ كل مزمع 
ىؾ  M   نفذ الؾقت تسذ أضلاع السزمع الحي يميو، فإذ اعتبخنا السزمع

 :  فإف n    كعجد أضلاعو L    السزمع الأساسي الحي طؾؿ ضمعو
  

          
  ( 

   

 
 )                     

  ( 
   

 
)  

 :  حيث
* n  أي مزمع ىي عجد أضلاع  . 
* N  ىي رقؼ السزمع في سمدمة السزمعات الكبخى ابتجاء مؽ  M1  . 
* -N  مؽ  ىي رقؼ السزمع في سمدمة السزمعات الرغخى ابتجاء  M-1  . 

* 
L   ىؾ طؾؿ ضمع السزمع الأساسي    M . 

* LN  ىؾ طؾؿ ضمع السزمع  MN  . 
* L-N   ىؾ طؾؿ ضمع السزمع  M-N . 
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 :  * تسييج
نجج عجد مؽ السزمعات اليشجسية السشتغسة  Fig (A)  كسا في 

 . n   كالستذابية كعجد أضلاع كل مشيا ىؾ
كبيؽ كل مزمع كالحي يميو تؾجج دائخة بحيث تسذ رؤكس مزمع كفي 
نفذ الؾقت تسذ أضلاع السزمع الحي يميو مؽ الخارج، كقج رتبت السزمعات 

 مؽ الجاخل إلي الخارج ىكحا. 
              M-N , …… , M-2 , M-1 , M , M1 , M2 , …. , MN 

 :  كأف أطؾاؿ أضلاعيؼ عمي التختيب ىؼ
           L-N , ……. ,  L-2  ,  L-1  ,  L  ,  L1  ,  L2  , ……, LN 

 مزمعات الجكائخ(  كىؾ )خط   Fig (B)كقج مثل ذلػ كسا في 
  Fig (B)  ك  Fig (A)  * ككسا ىؾ كاضح في

 :  نجج أف  Fig (A)  ففي
 :  الجكائخ مؽ الجاخل إلي الخارج ىي

A , B , C , D , E , F  

               ̿      
   

 
 

            
   

 
      

 :  * السعظيات
ىؼ خسذ مزمعات    Fig (A)   M-2 , M-1 , M , M1 , M2كسا في 

كىي مختبة مؽ    n  ىشجسية مشتغسة كمتذابية كعجد أضلاع كل مشيؼ 
بحيث تؾجج دائخة بيؽ كل   S  الجاخل إلي الخارج كمذتخكيؽ في مخكد كاحج ىؾ

كفي  عمى محيط الجائخة رؤكس السزمع الجاخمي قعمزمع كالحي يميو بحيث ت
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، كأيزاً  أضلاع السزمع الحي يميو مؽ الخارج محيط الجائخة سذينفذ الؾقت 
  الجكائخ السحرؾرة بيؽ السزمعات مختبة مؽ الجاخل إلي الخارج ىكحا 

 A , B , C , D , E , F.  
   كسا أف   RA , RB , RC , RD , RE , RF أقظار ىي  ؼكليؼ أنرا

 L-2مختبة ىكحا   أطؾاؿ أضلاع السزمعات عمي التختيب مؽ السجاخل إلي الخارج

, L-1 , L , L1 , L2  
 :  * السظمؾب

 السظمؾب إثبات أف 

         
                       

    

                   n =  θ/180  حيث :        

 :  * العسل

 .  عمي استقامة كاحجة   a , b , c , d , H   نجعل رؤكس السزمعات -0

حيث أنيؼ عمي    a , b , c , d , H  بكل مؽ   S  السخكدنرل  -2
 .  استقامة كاحجة )عسميا(

 . ̿   ̿   ̿   ̿   ̿      :  بكل مؽ الشقاط S لسخكد انرل  -3
̿      ندقط العسؾد -4  ̿    ,  ̅  في  ̿   , ̅    في ̿   فيقظع ̅   

 . O    كيلاقي الجائخة في  ̅    في ̿   ك  ̅  في
 :  * البخىاف

       ̿̿ ̿                 ̿               ̿ 

          ̿              ̿        
   

 
 

 .  )زكايا مخكدية لسزمعات متذابية(
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مشظبقيؽ عمي بعض     Sa ك Sb ك SC ك Sd ك Sh  كبسا أف كل مؽ
 .  ( عسلاً ) 
 .  مشظبقيؽ عمى بعض   ̿    ̿    ̿    ̿    ̿    كل مؽ   
 .  عمى استقامة كاحجة      ̿       ̿    ̿    ̿   ̿       كل مؽ الشقاط   

           ̿               ̿               ̿ 

          ̿                    ̿ 

 )زكايا القاعجة لسثمثات متداكية الداقيؽ كمتذابية( 
 كبسا أف ىحه الدكايا في كضع تشاعخ 

    ̿     ̿     ̿      ̿        ̿ 

               But               ̅     ̿    ̅      ̿     ̅     ̿ 

  ̅    ̿     ̅      ̿  

 ندتشتج مؽ الدابق أف 
  ̅     ̅ ̿       ̅     ̅ ̿   

  ̅     ̅ ̿     ̅     ̅ ̿     ̅     ̅ ̿ 

 . L طؾؿ ضمعو  M* السزمع 
 . L1 طؾؿ ضمعو  M1* السزمع 

         ̅                

    
 

 
                     

    ( 
 

    
 ) ( 

    

       
 ) 

                          ( ) 
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             ̅̅̅               

                     

    ( 
 

 
                  ) ( 

    

       
 ) 

                   ( 
 

       
  )        

               
                ( ) 

From (1) and (2) ,         we find that :  

          
   
   

 
 

 كىؾ السظمؾب أكلًا 
                 ̿                 

   ( 
 

 
                  )    

    ( 
       

    
 )       

                                   ( ) 

                 ̅                

                      

    ( 
 

 
                            ) 

    ( 
       

    
 )                

               
                ( ) 

From (3) and (4) ,           we find that :  

              
               ( 

   

 
 ) 

 . كىؾ السظمؾب ثانياً 
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 َظريخ َمبط دائرح الدضهع انسوجي
 : في أي مزمع ىشجسي مشتغؼ زكجي يكؾف  )
ائختو الخارجية عؽ رؤكس ت أبعاد أي نقظة عمي محيط دامجسؾع مخبع 

2nR    =  السزمع
ىي    R  ،   ىي عجد أضلاع السزمع  n  حيث   ، 2

 .  ( نرف قظخ دائختو الخارجية
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 :  السعظيات *

A B C D E F  عجد أضلاعة   مزمع ىشجسي مشتغؼ  n = 6،  X  
ىي مخكد السزمع كىي أيزاً مخكد   M  ،  عمي محيط دائختو الخارجية ةنقظ

 . R   دائختو الخارجية التي طؾؿ نرف قظخىا ىؾ
 :  * السظمؾب
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 A B Cعؽ رؤكس السزمع  X   الشقظةأبعاد إثبات أف مجسؾع مخبعات 

D E F   2 تداكى n R
2    

 :  العسل* 
د السزمع كنجج أنيؼ يتقاطعؾا في مخ   CF , BE , ADنرل كل مؽ 

 .  دائخة السزمعالحي ىؾ مخكد 
 .  F , E , D , C , B , A   بكل مؽ الشقاط  X  ثؼ نرل الشقظة

 :  * البخىاف
 .  ( مخسؾمة في نرل دائخة ) قائسة   AXD  زاكية    

   (    )    (    )    (    )           ( ) 

 .  ( مخسؾمة في نرف دائخة )     قائسة  BXE     زاكية   
   (    )    (    )    (    )      ( ) 

 .  ( مخسؾمة في نرف دائخة )      قائسة  CXF    زاكية   
   (    )    (    )    (    )      ( ) 

 :  نجج أف   (3)ك  (2) ك   (1)بجسع 
(    )    (    )    (    )    (    )    (    )  

  (  )    

(    )    (    )    (    )         

N R 2  = عؽ رؤكس السزمع   X أي أنو مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة 
2
    

  Y  شفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف الشقظةب* ك 
N R 2   =مجسؾع مخبعات أبعادىا عؽ رؤكس السزمع 

2    
بعاد لأي نقظة عمي محيط دائخة السزمع الخارجية لأاأي أنو مجسؾع مخبعات 

N R 2  = تداكى قيسة ثابتة 
2 
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 . كىؾ السظمؾب إثباتو
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 ممسبد اندائرتين َظريخ
سات الآتية مؽ نقاط سافإف جسيع الس دسخكالإذا اشتخكت دائختاف في  )

 .  ( عمي محيط الجائخة الكبخى  لتسذ محبط الجائخة الرغخى تكؾف متداكية
 :  * تسييج

  :     Fig (A)بالشغخ إلي 
   بحيث   M  مذتخكيؽ في السخكد  X , Y     إذا اعتبخنا دائختاف    

Y > X ككانت الشقاط  A , B , C , D , E    تقع عمي محيط الجائخة الكبخىY  
فإف   X سات مؽ تمػ الشقط لتسذ محبط الجائخة الرغخى ما ثؼ قسشا بعسل 
 .  سات تكؾف متداكيةساجسيع ىحه الس
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 :  * السعظيات
     . بحيث M دائختاف متحجتا السخكد في   X , Yيكؾف   Fig (A)في 

X   ْ  ْ    , E A , B , C , D، كل مؽ الشقاط   Y أصغخ مؽْ 

 , AO , BNكل مؽ   ، Y يقعؾا جسيعاً عمي محيط الجائخة الكبخى   

CL , DR , ES   الجائخة الكبخ ليسدؾا  محيط مساسات مؽ نقاط عمي ؼى
  عمي التختيب   O , N , L , R , S   في الشقاط    X  محيط الجائخة الرغخى 

  

 :  * السظمؾب
 AO  =  BN  =  CL  =  DR  =  ES    إثبات أف

 :  * العسل
 , A , B , C , D , E , O , N, L , Rبكل مؽ الشقاط  Mنرل الشقظة     

S  
 :  * البخىاف

  AMO , BMN , CML , DMR , EMS:  في كل مؽ السثمثات
 : نجج فييؼ بالتختيب أف

AM  =  BM  =  CM  =  DM  =  EM (    أنراؼ أقظار الجائخة Y)  . 
  OM  =  NM   =  LM  =  RM  =  SM  (  أنراؼ أقظار الجائخةX ) . 

  ك                              
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 :   جسيع السثمثات الخسذ مشظبقة كيشتج أف   

AO  =  BN  =  CL   =   DR  =  ES 

سات الأتية مؽ نقاط عمي محيط الجائخة الكبخى لتسذ اسأي أف جسيع الس
 محيط الجائخة الرغخى تكؾف متداكية 

 كىؾ السظمؾب إثباتو
 

 ممبسبد اندائرتينكس َظريخ ع
القظع السدتكيسة الستداكية الساسة مؽ إحجى طخفييا دائخة كاحجة، تقع  )

كاحجة كيكؾف مخكدىا ىؾ نفذ مخكد جسيع أطخافيا الأخخى عمي محيط دائخة 
 .  ( الجائخة الستساسة
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 :  * السعظيات
 :نجج أف   Fig (B) بالشغخ في 

M  دائخة  ، AH , BO , CL , DN       مساسات لمجائخة   M   في
N  ,  H  , O  , L    عمي التختيب كجسيعيا متداكية  . 

 :  * السظمؾب

تقع جسيعيا عمي    A , B , C ,  D  كىي إثبات أف أطخاؼ السساسات
 . M   ىؾ نفذ مخكد الجائخةمحيط دائخة كاحجة كيكؾف مخكدىا 

 
 :  * العسل

  A , B , C , D , H , O , L , N    بالشقاط   M   نرل الشقظة
 :  * البخىاف

    فييؼ   AHM Δ ك BOM Δ ك CLM Δ ك DNM Δ  في السثمثات
 AH  =  BO  =  CL = DN                                )معظي(

   
MH  =  MO  =  ML  =  MN      (  أنراؼ أقظاع الجائخةM ) ,  

   ,          AHM =   BOM =   CLM =   DNM = 90
o
 

 يشظبق السثمثات الأربعة كيشتج أف     
AM  =  BM  =  CM  =  DM  

  M ىي كبسا أنيؼ مذتخكيؽ في نقظة كاحجة

ىؼ أنراؼ أقظار لجائخة كاحجة   AM , BM , CM , DM إذف: كل مؽ 
 M  مخكدىا 
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تقع جسيعاً عمي محيط دائخة كاحجة    A , B , C , D   إذف: كل مؽ الشقاط
 . M   مخكدىا 

 كىؾ السظمؾب إثباتو
  



  

44 

   

 دوائر انساويخ الدركسيخ َظريخ
 :  تسييج

التي تسذ ضمعي الداكية السخكدية  ىي الجائخة:  الجائخة السخكدية الجاخمية
 .  لجائخة كتسذ محيط الجائخة مؽ الجاخل

 ىي الجائخة التي تسذ ضمعي الداكية السخكدية:  الجائخة السخكدية الخارجية
 .  كتسذ محيط الجائخة مؽ الخارج لجائخة

 
-   R  :  ىؾ نرف قظخ الجائخة ذات الداكية السخكدية  . 

-   θ  :   السخكدية لمجائخة ذات الداكية السخكديةية اك ىي الد  . 

-     r:   ىؾ نرف قظخ الجائخة السخكدية الجاخمية  . 
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 .  ىؾ نرف قظخ الجائخة السخكدية الخارجية   :  ̅    -

 
 :  * الشغخية

نرف نرف قظخ الجائخة السخكدية الجاخمية لأي زاكية مخكدية في أي دائخة 
 :  حيث r    ىؾ R     قظخىا  

  
 

      
 
 
  

 

  كنرف قظخ الجائخة السخكدية الخارجية لأي زاكية مخكدية في أي دائخة ىؾ
 :  حيث  ̅ 

 ̅  
 

      
 
 
    

 

  ىي الداكية السخكدية   θ  حيث
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 :  * السعظيات
 : Fig (B)بالشغخ في 

M   ىي دائخة نرف قظخىا R   بيا زاكية مخكدية ىي θ    ،m   ىي
  a , bفي الشقط    θ  كتسذ ضمعي الداكية   θ دائخة مخكدية داخمية لمداكية 

  θ ىي دائخة مخكدية خارجية لمداكية السخكدية   ̅̅̅   ، r كنرف قظخىا ىؾ 
. جسيع الجكائخ ̅   كنرف قظخىا ىؾ    c , d في   θ  كتسذ ضمعي الداكية

 . x متساسة في الشقظة 
 :  * السظمؾب

 إثبات أف 

    
 

      
 
 
   

            ̅    
 

      
 
 
   

  

 :  * العسل
 .  ̅      ثؼ نرل   ̅     ̅                    نرل كل مؽ

 :  * البخىاف
 :  نجج أف  Fig (B)  بالشغخ في 

 . x    متساسة في نقظة كاحجة ىي   ̅              كل مؽ الجائخة  
 .  مخاكد الجكائخ الثلاثة كنقظة التساس يقعؾا جسيعاً عمي استقامة كاحجة  
 .  عمي استقامة كاحجة ̅                  اطكل مؽ الشق  

 :   فييسا     ̅      ، ̅          * في السثمثاف
M c   =   M d            (مساساف لجائخة مؽ نقظة خارجيا) 

 (مذتخؾ)                                                         ̅̅̅̅    
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    (أنراؼ أقظار دائخة)                                          ̅      ̅     
 :   يشظبق السثمثاف كيشتج أف       

      ̅              ̅ 

 .  السخكدية   θ  يشرف الداكية    ̅     أي أف
 :  يكؾف  Δ a m M      السثمث * في

              
 

 
                ( ) 

But                R  =   Mm  +  r  

                  
 

 
     

           (       
 

 
   ) 

   
 

      
 
 
   

 

 .  كىؾ السظمؾب أكلاً 
 :   يكؾف     ̅         * في السثمث

 ̅      ̅      
 

 
   (    ̅ )     

 

 
 

   ̅         
 

 
    ̅     

 

 
 

   ̅    ̅     
 

 
        

 

 
 

   ̅  (      
 

 
 )         
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    ̅   
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      بقدسة البدط كالسقاـ عمي
 

 
 

   ̅    
 

 

   
 
 

    
 

   ̅   
 

      
 
      

 

 .  كىؾ السظمؾب ثانياً 
  



  

51 

   

 َظريخ دائرح الدعين
يكؾف نرف قظخ   θ كزاكيتو الرغخى   Lفي أي معيؽ طؾؿ ضمعو  )

   R )   دائخة السعيؽ
 :  حيث

            
 

 
        

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 :  * السعظيات
A B C D معيؽ طؾؿ ضمعو  L   ،   زاكيتو الرغخى            ،   

M   ىي دائخة السعيؽ نرف قظخىا R  .  
 إثبات أف  :  * السظمؾب
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 :  * العسل

التي ىي مخكد كل مؽ  M   فيتقاطعا في  AC , BD  نرل كل مؽ
ىي نقظة نساس محيط الجائخة مع   N  حيث MN   ، ثؼ نرل السعيؽ كالجائخة

 . AD   الزمع 
 :  * البخىاف

 بسا أف القظخاف في السعيؽ بشرف كل مشيسا الآخخ. 
 كل مؽ السثمثات   

Δ MAB   ,   Δ MBC   ,   Δ MCD   ,   Δ MDA  

 .  تكؾف متظابقة لتداكى أضلاعيؼ الستشاعخة
 .  مداحات كل مؽ السثمثات الأربعة تكؾف متداكية   

 , AB , BC   جسيع الأعسجة الداقظة مؽ مخكد السعيؽ عمي الأضلاع    

CD , DA  تكؾف متداكية  . 
 تسذ أضلاع السعيؽ الأربعة )دائخة السعيؽ(    M الجائخة    
          
كلكؽ في السعيؽ يكؾف القظخاف    N قائؼ الداكية في   Δ MND السثمث    

 . متعامجاف
 .  M    قائؼ الداكية في   Δ AMD   السثمث   

 القظخ في السعيؽ يشرف زاكية الخأس  أف    بما

         
 

 
                ( ) 

 :   يكؾف    Δ MNDفي السثمث 
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 :  ( يكؾف 1بالتعؾيض في )

                   
 

 
      

 

 
 

                
 

 
         

 

 
 

 .  كىؾ السظمؾب إثباتو
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 ندوائر الدتًبسخ الخبرجيخاَظريخ 
مؽ الجكائخ   n مؽ الخارج عجد   R  إذا مدت دائخة نرف قظخىا

الستظابقة كالستساسة مثشى مثشى بحيث لا يؾجج فؾاصل بيؽ أي دائخة كأخخى كأف 
 :  فإف   r  نرف قظخ أي مشيؼ يداكى 

     
 

      
     
 
   

 

 :  تسييج * 
مؽ الجكائخ الستساسة مثشى مثشى بحيث لا يؾجج   n  نفخض لجيشا عجد

 اكجسيعيؼ يسدؾ r     ك أف نرف قظخ كل مشيؼ ىؾدائخة كأخخى  لفؾاصل بيؽ ك
    r  ,  R  فإف العلاقة بيؽ   R  نرف قظخىا    M مؽ الخارج دائخة 

ذات    M إذا كاف لجيشا دائخة  و. أي أن العلاقة الخاصة بالشغخيةتخبظيا 
مؽ   n  لأي دائخة مؽ عجد  rكالسخاد إيجاد نرف قظخ  R  نرف قظخ 

   M الجكائخ الستظابقة كالستساسة مثشى مثشى كالساسة مؽ الخارج جسيعيؼ لمجائخة 
نرف قظخ أي بحيث لا تؾجج أي فؾاصل بيؽ أي دائخة كأخخى فإنو يسكؽ إيجاد 

 .  مؽ العلاقة   r  مشيؼ
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 :  * السعظيات
M   دائخة نرف قظخىاR  د  يسديا مؽ الخارج عجn   دكائخ مؽ

 .  r   متظابقة كمتساسيؽ مثشى مثشى كنرف قظخ كل مشيؼ
 :  * السظمؾب

مؽ مجسؾعة الجكائخ الستظابقة   r نرف قظخ أي دائخة  ثبات أفإ
مؽ الخارج    M  ى مؽ الخارج كجسيعيؼ يسدؾا الجائخة شكالستساسة مثشى مث

   تية :يأتى مؽ العلاقة ألآ بحيث لا يؾجج فخاغ بيؽ أي دائخة كأخخى 
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 :  * العسل
 :  كسا بالذكل

 Z   الستظابقتاف كالستساستاف مؽ الخارج في   N , L  نخسؼ الجائختاف -
 .    X , Y  مؽ الخارج في   M كيسدؾا الجائخة 

  ML  ,  MN  ,  LNثؼ نرل كل مؽ  -
 :  * البخىاف

 :  فييسا   Δ MNZ  ك   Δ MLZ  كسا بالذكل السثمثاف

ML  =  MN  , 

LZ  =  NZ  , 

MZ  مذتخؾ                   

 :يشظبق السثمثاف كيشتج أف    
  MZL   =     MZN   =   90

o
 

    MZ   مساساً لكل مؽ الجائختاف   L , N 
 LMZ   =     NMZ    كأيزاً 

  كلكؽ

           
   

 
 

               
   

 
       

 :   يكؾف          * في السثمث 

    (    )    
  

  
   (     )      
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    (        
   

 
)          

   

 
 

       
      

   
 

       
   
 

 

           بقدسة البدط كالسقاـ عمي
   

 
  

       
 

 

    
   
 

        
 

     
 

       
   
 
     

 

 .  كىؾ السظمؾب إثباتو
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 π   عريمخ شكشك لحسبة انُسجخ انتمريجيخ
 :  تسييج * 

 Lسجاسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو   A B C D E F  إذا فخضشا أف السزمع
كقج   ،  R  ( كنرف قظخ دائختو الخارجية ىؾ n = 6 كعجد أضلاعو )

مؽ   n بخؤكس السزمع فديشتج مؽ ذلػ  M     كصمشا مخكد السزمع
 :  كيكؾف   Fig (A) السثمثات الستظابقة كسا في 

 . L    قاعجة كل مثمث ىي -

     =  زاكية رأس أي مثمث -

 
 درجة   

    مداحة السثمث  -
 

 
     

 

 
          

   

 
   

     = مداحة السزمع   
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 : πحداب الشدبة 

أف عجد أضلاع السزمع كبيخ ججاً كليكؾف مميؾف مميار  ضخ فن  Fig (B)في 
 ، ىشا يكاد يشظبق محيط السزمع عمي محيط دائختو الخارجية كعشجئح يكؾف  ضمع

 : 

 مداحة الجائخة    = مداحة السزمع 

  
 

 
              

   

 
        

السزمع  ؽانظبا جىي نرف قظخ الجائخة الخارجية لمسزمع كلكؽ عش   Rحيث 
 :  عمي الجائخة الخارجية لو يكؾف 

               
 

 
           

   

 
 

   
 

 
                

   

 
      [ 

 

 
          

   

 
 ]
 

 

   
 

 
              

   

 
    

 

 
              

   

 
  

               (
    

 
 ) 

       
 

      ( 
   
 
 )

 

تعتسج أساساً عمى عجد   π  كاضح مؽ السعادلة الدابقة أف الشدبة

 مؽ   π   كل ما اقتخبت قيسة    nفكل ما ذادت قيسة  ،      n الأضلاع 
 .  الجقة
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10    كبأخح
30

   =   n            نجج أف  : 

             ( 
   

    
 )    

                                             

: باقي الكدخ يعتسج عمي دقة الآلة الحاسبة أك الكسبيؾتخ الحي  ممحؾعة 
 .  الحدابتجخى عميو عسمية 
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 انـجـبة  انـثـبَـي
 َـظـريـبد انـجـبحـثـخ هـدى شـكـشـك

 
 

 ذة عن الباحثةبن
ولدت ىدى شكشك بمحافظة القليوبية بجمهورية مصر العربية ودرست بالمراحل الابتدائية 

 2042لها فى يناير عام أول نظرية بتكرت اوالاعدادية والثانوية بالمدارس الحكومية المصرية وقد 
 نظريات 5تمام المرحلة الثانوية وصل عدد نظرياتها  إلى اوكانت حينئذ فى الصف الثانى الثانوى وقبل 

كما قامت   نظرية47الت النظريات إلى أن وصل عدد النظريات إلى تتلتحقت بكلية العلوم و اثم 
ويعقم  أكسجينأكسيد الكربون فى الجو إلى  ختراع عدد من الاجهزة منها جهاز يحول غاز ثانىبا

ختراع جهاز آخر بمكونات مختلفة ولكنو يقوم بنفس الهواء من الميكروبات والفيروسات كما قامت با
ختراع جهاز آخر عبارة عن ماتور رافع للمياه كاتم للصوت وجهاز وظيفة الجهاز الاول ثم قامت با

أسفل قاع البحر ويخرج منو ماسورة لأعلى يخرج منها الماء  ة المياه البحرية المالحة يوضعلجآخر لمعا
لتر وذلك للعاملين فى مجال البحار إذ ما  4خترعت جهاز محمول سعتو اخالى من ملوحة البحر ثم 
 مياه البحر لمدة دقيقتين ثم يرفعو ويشرب مياه نقية و غيرىا من فىأراد أن يشرب يضعو 

 ختراعات. الا
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 الدتتبنيخندوائر ا َظريخ

إذا تساست عجة دكائخ مؽ الخارج مثشى مثشي بحيث كل مشيؼ تسذ 
 ،  فإذا اعتبخنا الجائخة الأساسية           مدتكيساف متقاطعاف بداكية تقاطع  

C   نرف قظخىاR   : فإف 

      ( 
      

      
 )
 

           ( 
      

      
 )
 

 

 حيث : 

- R     ىؾ نرف قظخ الجائخة الأساسيةC   . 

-  RN     ىؾ نرف قظخ الجائخة رقؼ N   فػي سمدمة الجكائػخ الكبخى ابتجأً مؽ
 .C1   الجائخة  

-  R-N     ىؾ نرف قظخ الجائخة رقؼ–N    في سمدمة الجكائخ الرغخى ابتجأً مؽ
 . C-1   الجائخة  
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-  N  ىؾ رقؼ تدمدل الجكائخ في سمدمة الجكائخ الكبخى ابتجاء مؽ الجائخة  C1 . 

-  -N  ىؾ رقؼ تدمدل الجائخة في سمدمة الجكائخ الرغخى ابتجأ مؽ الجائخة C-1 . 
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-   θ      ىي نرف زاكية الستقاطع بيؽ السدتكيسيؽ   L2   ,  L1 . 

 * تسييج : 

نجج أف في أي مشيسا مدتكيساف  Fig (B)  ,  Fig (A)  كسا في الذكل  
كيحرخاف بيشيسا زاكيػة تقاطع مؽ ناحية الجكائخ    Xمتقاطعاف في الشقظة  

كيسذ السدتكيساف عجة دكائخ متساسة مثشى مثشى مؽ الخارج  θ 2       قجرىا  
كالجكائخ بعج    Rذات نرف قظخ    C الجائخة الأساسية   Fig (A) كنجج في  

كىكحا مكؾنة )سمدمة    CN  ك....  ك  C2 ك C1 ذلػ تدداد في السداحة  
 . RN    ك .... ك   R2  ك  R1ذات أنراؼ أقظار        .  الجكائخ الكبخى( 

ك   C-2  ك  C-1الأساسية ثؼ تمييا      Cنجج الجائخة    Fig (B)  كفي  
 كىكحا مكؾنة  )سمدمة الجكائخ الرغخى( .     C-N... ك 

الحي مثل خط شكذػ لمجكائخ الستتالية كىشا   Fig (C)كيسثل ذلػ  
يسكششا   θكبسعمؾمية الداكية    Rبسعمؾمية نرف قظخ الجائخة الأساسية كىؾ  

إيجاد نرف قظخ أي دائخة مؽ الدمدمة الكبخى أك الرغخى كذلػ بالتظبيق في 
 قؾانيؽ الشغخية . 

 * السعظيات : 

 : Fig (A) في شكل 

 L2  كL1      مدتكيساف متقاطعاف في الشقظةX     ككل مؽC   كC1  
ىؼ دكائخ متساسة مثشى مثشى مؽ الخارج ككل دائخة مشيؼ   CNك ... ك  C2ك 
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  Bك   Aفي    L1 فتسذ   L1ك   L2تسذ كل مؽ السدتكيساف الستقاطعاف  
 . D    ك  E ك 

 ك C1 كسا أف كل مؽ الجكائخ   ̅   ̅   ̅   ̅  في    L2كسا تسذ  
C2 ك C3  ك  ...كCN    ليؼ أنراؼ أقظارR1 ك R2 ك R3 ك ...  كRN  

 عمي التختيب. 

 : Fig (B) في شكل 

L1 ك L2   مدتكيساف متقاطعاف في الشقظة  X   ككل مؽ C ك C-1  ك
C-2 ك C-3 ك...  ك C-N    مثشى مؽ الخارج كليؼ ىؼ دكائخ متساسة مثشى

كفي نفذ الؾقت يسدؾا    R-Nك  ... ك R-3 ك R-2 ك R-1 ك R أنراؼ أقظار 
في     L2كسا يدسؾا السدتكيؼ        ̿   ̿   ̿ في     L1 كل مؽ السدتكيؼ   
 .    2θكسا أف زاكية تقاطع السدتكيساف تداكى       . ̅   ̅̿   ̅̿   ̅̅̅̿̿̿  

 * السظمؾب : 

 إثبات أف : 

       ( 
      

      
 )
 

           ( 
      

      
 )
 

 

  Fig (A)   :    في الذكل    :  العسل  *

     ,  L1بشقظة تقاطع السدتكيساف      C  , C1  ,  C2 , C3نرل كل مؽ   

L2   . 

 .  ̅     ,  Aبالشقاط    C  نرل كل مؽ
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,   C1     بالشقاط B   ,      ̅  . 

,   C2     بالشقاط  E  ,    ̅  . 

,   C3      بالشقاط D  ,   ̅̅̅ . 
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 : Fig (B)في الذكل 

  بشقظة تقاطع السدتكيساف     C  ,  C-1 ,  C-2  , C-3نرل كل مؽ الشقاط   

L1   ك  L2  نرل كل مؽ     . C     بالشقاطA   ك  ̅  ك 

  C-1      بالشقاط  ̿  ,  ̿̅  , 

    C-2    بالشقاط  ̿  ,  ̿̅  , 

    C-3     بالشقاط  ̿ ,  ̿̅  . 

 * البخىاف : 

متقاطعاف في    L2ك   L1نجج أف كل مؽ السدتكيساف    Fig (A)بالشغخ في  
 .  2θ   كأف زاكية التقاطع ليسا مؽ ناحية الجكائخ ىي       Xالشقظة   

   أكلًا :  نبخىؽ القانؾف الأكؿ 

 نجج أف :  ̅ Δ XC   ك    Δ XCAفي السثمثاف   

 ̅                )مساساف لجائخة مؽ نقظة(                   

  ,  ̅       )أنزاؼ أقظار دائخة(                       

  ,     )مذتخؾ(                              

̅                    يشظبق السثمثاف كيشتج أف :         

 كبشفذ الظخيقة يكؾف  :

              ̅                                      

              ̅                             ̅ 
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  ̅      ىؼ مشرفات لمداكية     XC , XC1 , XC2  , XC3كل مؽ       

 مشظبقيؽ عمي بعض     XC , XC1 , XC2  , XC3كل مؽ     

 يقظعؾا جسيعاً عمي استقامة كاحجة .     C ,  C1 ,   C2 , C3 أي أنو    

 ,  C  , C-1  , C-2  يكؾف كل مؽ الشقاط    Fig (B)  بالسثل في شكل    *
C-3   . يقعؾا عمي استقامة كاحج 

 : Fig (A)    في    *

السدتكيؼ الؾاصل مؽ مخكد الجائخة إلي نقظة التساس لسساس في الجائخة يكؾف     
  Δ CXA  ,  Δ C1XBلحلػ نجج أف كل مػؽ السثمثات    .عسؾدى عمي السساس 

,  Δ C2XE   ,  Δ C3XD     . متذابييؽ 

 يكؾف كل مؽ السثمثات    Fig (B) بالسثل في  * 

 .متذابييؽ                  ̿             ̿              ̿      

 :   Fig (A)  في * 

                

                            

                                  

                                       

 يكؾف :    Δ XC1Bك   Δ XCAمؽ تذابو السثمثاف   

  
 

  
      

  

   
      

          

                    
 



  

80 
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        (           )         (           ) 

              
(            )

          
 

               
(         )

(        )
              ( )  

     
  
  
       

   
   

      
           

                   
 

  .R1   بقدسة طخفي السعادلة عمي  

            
                   

       
 

   
  

       
       

   (             )
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    (            )

       

         
  

       
   
    (            )

       
 

    
          

       
   

  
       

   
    (           )

       
 

                           (          ) 

        (          )          (          ) 

            ( 
         

         
 )  

          
( 
 
    

   
    
    

 )

( 
 
    

   
    
    

 )
   

     
( 
      
    

 )

( 
      
    

 )
    

       ( 
      

      
 ) 

          (
      

       
 )
 

 ( 
      

      
 ) 

            ( 
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              ( ) 

* From  (1) , (2) and (3) ,        we find that   :  

           ( 
      

      
 )
 

 

 كىؾ السظمؾب أكلاً . 
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 In   Fig ( B )   :               (  CX    =    R cosec θ  ) 

   :   يكؾف       Δ  XAC   ك       ̿    Δ   مؽ تذابو السثمثاف 
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  From (4) , (5) and (6) ,         we find that :  

           ( 
      

      
 )
 

 

 كىؾ السظمؾب ثانياً. 
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 َمبط الدستويبد الدتمبععخ َظريخ
 * إذا تقاطعا مدتؾياف فإف جسيع الشقاط التي تقع بيؽ السدتؾييؽ كفي جية كاحجة

مؽ لتقاطع أك في جيتيؽ متقابمتيؽ مؽ التقاطع بحيث تتشاسب أبعادىؼ عؽ 
السدتؾييؽ، تقع جسيعيؼ في مدتؾى كاحج يقظع السدتؾييؽ في نفذ خط 

 تقاطعيسا. 
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 * السعظيات : 

-  S  , R       مدتؾياف متقاطعاف في  e L . 

-   Z ، , Y  X    قط في جية كاحجة مؽ التقاطع  ، ثلاث ن C  , B  , A    

ثلاث نقاط في الجية السقابمة الأخخى مؽ التقاطع بحيث تكؾف كل مؽ الشقاط 
 .   S   ,  Rالدتة عمي أبعاد متشاسبة مؽ كل مؽ السدتؾييؽ  

 * السظمؾب : 

تقظع جسيعاً في     Z , Y ,  X ,  C ,  B  ، Aإثبات أف كل مؽ الشقاط   

 . e L  في السدتكيؼ    R  ،    Sمدتؾى كاحج يتقاطع مع كل مؽ السدتؾييؽ   

 * العسل : 

ىؼ :   افيكؾنؾ   S ندقط الأعسجة مؽ الشقاط الدتة عمي السدتؾى  -
    ̅          ̅̅ ̅   ̅     ̅     ̅     ̅.  

 ىؼ : افيكؾنؾ   R  السدتؾى ثؼ ندقط الأعسجة مؽ الشقاط الدتة عمى  -

     ̿     ̿     ̿     ̿      ̿    ̿.  

 اكؾنؾ يف   e Lثؼ ندقط الأعسجة مؽ الشقاط الدتة عمي خط تقاطع السدتؾييؽ    -
  .CJ  ,  IB  ,  FA  ,  KZ  ,   YH  ,   X gىؼ   

 ثؼ نرل كل مؽ :  -

 ̅     ̿     ̅     ̿     ̅     ̿     ̅     ̿     ̅     ̿     ̅     ̿   
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 * البخىاف : 

 مؽ السعظيات نجج أف : 

  ̅

  ̿
     

  ̅

  ̿
    

  ̅

  ̿
     

  ̅

  ̿
     

  ̅

  ̿
     

  ̅

  ̿
 

 ،   g Xبقدسو حجى الظخؼ الأكؿ لمسعادلة عمي   

 ،   HYبقدسة حجى الظخؼ الثاني لمسعادلة عمى   

 ،  KZبقدسة حجى الظخؼ الثالث لمسعادلة عمي   

 ،  FAبقدسة حجى الظخؼ الخابع لمسعادلة عمى    

 ،   IBبقدسة حجى الظخؼ الخامذ لمسعادلة عمى  

   JCبقدسة حجى الظخؼ الدادس لمسعادلة عمى   

     
         ̅

         ̿
     

         ̅

         ̿
     

         ̅

         ̿
 

   
         ̅

          ̿
     

         ̅

          ̿
  

   
         ̅

         ̿ 
                     ( ) 

but : 

   ̅  ̿         ̅  ̿         ̅  ̿      

    ̅  ̿         ̅  ̿         ̅  ̿            ( ) 

 R  ، Sذلػ لأنيؼ زكايا زكجية بيؽ السدتؾييؽ    

From  (1)  and  (2)  ,         we find that  : 
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     ̅           ̅            ̅     

      ̅           ̅           ̅ 

  ،  CJ  ، BI  ، AF  ، ZKكجسيعيؼ زكايا زكجية بيؽ السدتكيسات   

YH    ك Xg    مع السدتؾىS    ثلاثة مشيؼ في جية كاحجة مؽ السدتؾىS  
 كالثلاثة الآخخيؽ في الجية السقابمة . 

الحي    e Lكبسا أف تمػ الدتة مدتكيسات تتعامج عمي خط كاحج ىؾ  
ثلاثة في جية      Sكليؼ نفذ السيل عمى السدتؾى   S يشتسي إلي السدتؾى  

 كثلاثة في الجية الأخخى السقابمة . 

 . M الدتة مدتكيسات يجسعيؼ مدتؾى كاحج كليكؽ السدتؾى      

 كلكؽ الشقاط : 

X   Xg  ,  Y   YH  ,  Z   ZK  ,  A   AF  ,  B   BI  ,  C   CJ  .  

 ىجسيعيؼ يشتسؾا إل   C , B , A , Z , Y , X كل مؽ الشقاط  :     
 . M  السدتؾى   

 . M , R   ,    Sيشتسى إلي كل مؽ السدتؾيات        e Lالسدتكيؼ     

يقعؾا في مدتؾى كاحج ىؾ   C , B , A , Z , Y , Xجسيع الشقاط    
 . R ,   Sالحي يسخ بخط تقاطع السدتؾييؽ    M  السدتؾى   

 .  كىؾ السظمؾب إثباتو 
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 َمبط الدستويبد الدتمبععخ عكس َظريخ
* إذا تقاطع ثلاث مدتؾيات في خط تقاطع كاحج فإف جسيع الشقاط التي تشتسي إلي 

 أحجىؼ تكؾف عمي أبعاد متشاسبة مؽ السدتؾييؽ الآخخيؽ . 
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 * السعظيات : 

-  L  ,  K  ,    J     ثلاث مدتؾيات متقاطعة في السدتكيؼAG   . 

-  Z  ,  Y ,     X   ثلاث نقاط تشتسي لمسدتؾىJ   كفي جية كاحجة مؽ
 التقاطع . 

-  N , M     نقظتاف أيزاً يشتسؾا إلي السدتؾىJ    كلكؽ في الجية السقابمة
 مؽ التقاطع . 

 * السظمؾب : 

تكؾف عمي أبعاد    N , M , Z , Y , Xإثبات أف كل مؽ الشقاط   
 .  L ,  Kمتشاسبة مؽ السدتؾييؽ  

 * العسل : 

  Lأعسجة عمي السدتؾى     N , M , Z , Y , X ندقط مؽ الشقاط :   -
 . ̅    ̅     ̅   ̅     ̅     فتكؾف ىي : 

  Kأعسجة عمي السدتؾى    N , M , Z , Y , Xثؼ ندقط مؽ الشقاط :   -
 .  ̿     ̿        ̿      ̿       ̿      :  فتكؾف ىي 

أعسجة عمي خط التقاطع   N  , M , Z  , Y , Xثؼ ندقط مؽ الشقاط:    -
AG   فتكؾف ىي  :  NE , MC  , ZF  , YD , XB    . عمي التختيب 

 ثؼ نرل بيؽ كل مؽ :  -

  ̅      ̿       ̅     ̿       ̅̅ ̅    ̿       ̅̅ ̅̅     ̿̿ ̿     ̅    ̿ 
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 * البخىاف : 

 نجج أف كل مؽ :   Fig (B)بالشغخ في   -

     ̅             ̅          ̅ 

 .   J  ,  Lجسيعيؼ مكياس لمداكية الدكجية بيؽ السدتؾيؽ  

          ̅                ̅             ̅ 

 كأيزاً بالسثل: 

     ̿               ̿             ̿ 

إذا سقظت أعسجة مؽ كل مشيؼ عمي خط     Z , Y , Xأي أف كل مؽ الشقط    -
  Kفإف تمػ الأعسجة ترشع مع السدتؾى     J  , Lالتقاطع بيؽ السدتؾييؽ   

 زكايا متداكية . 

متذابياف كذلػ لتداكى الدكايا      ̅      ,   ̅      كل مؽ السثمثاف  -
 الستشاعخة بيشيؼ . 

         
  ̅

  
     

  ̅

  
 

        
  ̅

  ̅
     

  

  
                  ( ) 

أيزاً متذابياف لتداكى الدكايا الستشاعخة   ̿      , ̿       بالسثل في السثمثاف
 بيشيؼ فيكؾف : 

 
  ̿

  ̿
     

  

  
                 ( ) 
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From (1) and (2)  ,         we find :   

                                          
  ̅

  ̅
     

  ̿

  ̿
 

  Lعؽ السدتؾييؽ     Y , Xندتشتج مؽ ذلػ أف أبعاد كل مؽ الشقظتيؽ   
, K   . تكؾف متشاسبة 

كسا أنو يسكؽ بشفذ الظخيقة إثبات أف أكثخ مؽ ألف نقظة تشتسي لمسدتؾى   
J     يكؾنؾا عمي أبعاد متشاسبة مؽ السدتؾييؽL , K    كبشفذ الظخيقة في

يسكؽ إثبات أف كل مشيؼ عمي أبعاد متشاسبة   M ,  Nالجية الأخخى لمشقظتيؽ  
 .  L  , Kمؽ السدتؾييؽ 

 كىؾ السظمؾب إثباتو 

 نتيجة 

* إذا تقاطع مدتؾياف فإف جسيع الكؾر التي تسذ السدتؾياف مؽ جية كاحجة أك 
مؽ جيتيؽ متقابمتيؽ مؽ التقاطع، تقع مخاكدىا جسيعاً في مدتؾى كاحج يقع بيؽ 
السدتؾييؽ مؽ جية الكؾر كيقدؼ الداكية الدكجية بيؽ السدتؾييؽ الستقاطعيؽ مؽ 

 جية الكؾر إلي نرفيؽ متداكييؽ .
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 يات : * السعظ

Y ، X    مدتؾياف متقاطعاف في السدتكيؼ   A B  الكختاف  ،N , M  

في الجية الأخخى السقابمة    S  , H ،    كالكختاف    Y , Xيسداف السدتؾياف  
تسذ   Mأيزاً مع ملاحغة أف الكخة    Y , Xمؽ التقاطع كيسداف السدتؾياف  

 عمي التختيب .   D   ، Cفي الشقظتيؽ   Y  X  ,   السدتؾياف 

 * السظمؾب: 
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تقع جسيعاً في مدتؾى   S , H , N ,   Mإثبات أف كل مؽ مخاكد الكؾر  

مؽ جية الكؾر إلي نرفيؽ    Y ، Xكاحجة بقدؼ الداكية الدكجية بيؽ السدتؾيؽ  

 متداكييؽ . 

 * البخىاف: 

 Y  , Xتسذ كل مؽ السدتؾياف   Mنجج أف الكخة   Fig (C) كسا في  
كيشتج مؽ    Mتسذ الكخة      Xعمي التختيب ، كلكؽ السدتؾى    D , Cفي 

،  نفذ الذئ    Xيكؾف عسؾدي عمي السدتؾى    MCذلػ أف نرف القظخ  
MD   عسؾدي عمي السدتؾى Y . 

but     MC  =  MD 

 . Y ،  Xعي أبعاد متداكية مؽ السدتؾييؽ    Mأي أف مخكد الكخة  

   Y ، Xككحلػ جسيع مخاكد الكؾر بالسثل عمي أبعاد متداكية مؽ السدتؾييؽ   

 بشدبة    Y ، Xأي أف جسيع مخاكد الكؾر عمي أبعاد متشاسبة مؽ السدتؾييؽ   

1 : 1   . 

 جسيع مخاكد الكؾر تقع جسيعاً في مدتؾى كاحج .   

 . 1 : 1   ندب الأبعاد لجسيع السخاكد     

إلي   Y  ، Xمدتؾى مخاكد الكخة بقدؼ الداكية الدكجية بيؽ السدتؾييؽ    

 نرفيؽ متداكييؽ . 

 كىؾ السظمؾب إثباتو
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 دوراٌ الدثهث َظريخ

  =* لأي مثمث إذا دار السثمث حؾؿ أحج أضلاعو فإنو يشتج مجدؼ حجسو 

 

 
         

 

   
 

 حيث : 

L    . ىؾ ضمع محؾر الجكراف لمسثمث 

، X    . ىؾ ارتفاع السثمث عمي ضمع الجكراف 

،θ     ىي زاكية الجكراف. 

 * أكلا : في حالة السثمث حاد الدكايا : 
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 * السعظيات : 

ABC     مثمث يجكر حؾؿ الزمعAC      بداكيةθ     فيتكؾف الجدؼ   ̅   

 * السظمؾب : 

 الجدؼ  حجؼ إثبات أف

 

 
         

 

   
        ̅  

 * العسل :
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ىؾ نرف القظخ   BMكبحلػ يكؾف    ACعمى   BMندقط العسؾد  
 . AC حؾؿ الزمع    Bلمجائخة الشاشئة عؽ دكراف الشقظة  

 * البخىاف : 

360  =دار بداكية     ABCنفتخض أف السثمث   -
o   فديذكل مخخكطاف

  X  =  BMالتي نرف قظخىا ىؾ     ̅   مذتخكاف في القاعجة الجائخية  
 .  ACكىي ارتفاع السثمث عمي ضمع الجكراف  

        مداحة القاعجة السذتخكة لمسخخكطاف        

  CMكالآخخ ىؾ    AMإرتفاع أحج السخخكطاف ىؾ      ك 

   حجؼ السخخكطاف    

   
 

 
        (    )     

 

 
      (    )    

   
 

 
      (         )    

   
 

 
      (    )    

 

 
         

 .   Lيداكى الخمد     A Cكذلػ باعتبار أنشا نسثل طؾؿ الزمع  

360أقل مؽ    θكلكؽ إذا دار السثمث بداكية  
o   : فيكؾف 

  =حجؼ السجدؼ الشاتج  
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 كىؾ السظمؾب إثباتو . 

 *  ثانياً في حالة السثمث السشفخج : 

 

كيجكر حؾؿ الزمع     Cمشفخج الداكية في     Δ  ABCالسثمث  * السعظيات :  
AC   بداكية θ .  

 * السظمؾب : 

  θ  بداكية AC    إثبات أف حجؼ السجدؼ الشاتج مؽ دكراف السثمث حؾؿ الزمع
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 * العسل : 

 :   فيتكؾف   AC نخسؼ الجكراف لمسثمث دكرة كاممة حؾؿ  -

   ̅   مخخكط كبيخ ىؾ 

   ̅   كمخخكط فارغ ىؾ 

السذتخكة    ̅   عمي استقامتو فيقابل القاعجة الجائخية    ACنسج   -
ؽ يىي مخكد الجائخة لمقاعجة السذتخكة لمسخخكط  Mفتكؾف     Mلمسخخكطاف في  

 . 

 ACعمي ضمع الجكراف     Δ  ABCفيكؾف ىؾ ارتفاع السثمث     BMنرل   -
 . X كيخمد للارتفاع بالخمد  

 * البخىاف : 

360  قج دار بداكية   Δ ABCنفخض أف السثمث  
o  فيذكل مخخكطاف

كىي عمي شكل دائخة نرف قظخىا ىؾ    ̅   مذتخكاف في قاعجة كاحجة ىي 
 . X كيخمد للارتفاع بالخمد    ACعمي ضمع الجكراف    ABCارتفاع السثمث  

 .             مداحة القاعجة الجائخية السذتخكة لمسخخكطاف   

 . AM ارتفاع السخخكط الكبيخ ىؾ   -

 . CM ، ارتفاع السخخكط الأجؾؼ ىؾ  

 دكرة كاممة   AC حؾؿ الزمع   ABCحجؼ السجدؼ الشاتج عؽ دكراف السثمث    

   
 

 
       (  )       

 

 
        (  )     
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         (     )     

 

 
       (  ) 

  
 

 
           

360  أقل مؽ    θكلكؽ إذا دار السثمث بداكية   
o  . 

   حجؼ السجدؼ الشاتج عؽ الجكراف    

   
 

 
              

 

   
 

 كىؾ السظمؾب . 
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 دوراٌ الدثهث َتيجخ نُظريخ
حؾؿ أضلاعو الثلاثة فإنو  يكؾف ثلاث مجدسات   θ*  إذا دار السثمث بداكية  

 الشدبة بيؽ أحجاميا عمي التختيب كشدبة بيؽ ارتفاعات السثمث الثلاثة . 
     

 
 فيو :   Δ ABCنفخض أف السثمث    :  Fig (C)   *  في 

N    ىؾ ارتفاع السثمث عمي  AB . 

, X    ىؾ ارتفاع السثمث عميBC   . 

, M    ىؾ ارتفاع السثمث عمي  AC . 

  θكنفخض أف السثمث قج دار حؾؿ كل مؽ أضػلاعو الثالثػة بشفذ زاكية الجكراف   -

         حجؼ مجدؼ الجكراف حؾؿ    -

   
 

 
         (  )  

 

   
               ( )  
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      حجؼ مجدؼ الجكراف حؾؿ   -

   
 

 
         (  )  

 

   
      ( ) 

      حجؼ مجدؼ الجكراف حؾؿ  -

   
 

 
       (  )  

 

   
      ( ) 

   عمى    (1)ك   (2)ك    (3)بقدسة 

 
     

 

   
  

 الشدبة بيؽ :    

مجدؼ الجكراف حؾؿ          : مجدؼ الجكراف حؾؿ       مجدؼ الجكراف حؾؿ  
      

   (  )        (  )       (  )        ( ) 

but  :  

(  )      (  )      (  )   
  Δ  ABCلأف كل مشيؼ يداكى ضعف مداحة  

 يكؾف :   Δ  ABCعمي ضف مداحة    (4)بقدسة    

مجدؼ الجكراف         مجدؼ الجكراف حؾؿ        مجدؼ الجكراف حؾؿ     
    

            

حؾؿ  ABC  أي أف الشدبة بيؽ الثلاث مجدسات الشاتجة مؽ دكراف السثمث  
 ىي كالشدبة بيؽ الارتفاعات الثلاثة لمسثمث .   θالثلاث أضلاع بداكية  

 كىؾ السظمؾب إثباتو . 
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 دوراٌ شجه الدُحرف َظريخ
 يكؾف :     X* في أي شبو مشحخـ ارتفاعو 

فإنو يشتج مجدؼ حجسو   θإذا دار شبو السشحػخؼ حؾؿ القاعػجة الكبخى بداكية   -
=  

 
 

 
      

 

   
  (  القاعجة الرغخى    القاعجة الكبخى ) 

فإنػو يشتج مجدؼ   θإذا دار شبو السشحخؼ حؾؿ القاعجة الرغخى بداكية   -
  =حجسو 

   
 

 
       

 

   
 (  القاعجة الكبخى    القاعجة الرغخى )  
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 * السعظيات : 

   CD > ABشبو مشحخؼ فيو   ABCD  نجج أف     Fig (A) , (B)في  
 . كيؾازيو 

 * السظمؾب : 

 (   في مشظؾؽ الشغخية : 2(  ك )1إثبات السعادلتاف   )

 * العسل : 

محؾر   AB.    نخسؼ صؾرة شبو السشحخؼ باعتبار   Fig (A) , Fig (B)في   
 Fig (A)ؽ يمحؾر تساثل فيكؾناف كسا بالذكم   CDتساثل مخّة كمخة أخخى باعتبار 

 ,  (B)  . 
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 * البخىاف : 

 :  Fig (A)أكلًا لمذكل  

السخخكط  ت ىسا )ادكرة كاممة سيشتج ثلاث مجدس  CDبالجكراف حؾؿ  
 ( .  ̅      كالسخخكط      ,       ̅ ̅     الاسظؾانة       ̅        

 فيكؾف مجسؾع أحجاميؼ = 

  ( 
 

 
           

 

 
            

 

 
         )    

   
 

 
        (           ) 

   
 

 
 (   القاعجة الرغخى    القاعجة  الكبخى )       

………………………. (1) 

مخخكط   –  ̅ ̅   دكرة كاممة سيشتج   ) أسظؾانة   AB* بالجكراف حؾؿ   
    (   أحجاميؼ  ̅    مخخكط    –   ̅  

   
 

 
       (         )         

 

 
              

 

 
             

 

 
       (                

      )      
 

 
        (             ) 

  
 

 
 ( )             (   القاعجة الكبخى  القاعجة الرغخى )       
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 فقط كليذ دكرة كاممة يكؾف :    θ* كعشج الجكراف بداكية  

 .  θ( حجؼ السجدؼ بالجكراف حؾؿ القاعجة الكبخى بداكية  0

   
 

 
       

 

   
القاعجة الكبخى )   (  القاعجة الرغخى    

       ( حجؼ السجدؼ بالجكراف حؾؿ القاعجة الرغخى بداكية   2

   
 

 
        

 

   
 (  القاعجة الكبخى    القاعجة الرغخى ) 

 : Fig (B)  * ثانيا لمذكل 

إسظؾانة  + ̅   السخخكط  دكرة كاممة سيشتج )  CD* بالجكراف حؾؿ  

 ( ̅      السخخكط – ̅ ̅   

   
 

  
              

 

 
       (       )      

 

 
         

  
 

 
      (               )   

   
 

 
        [ (       )  (         ) ] 

   
  

 
        [ (     )     (      ) ] 

  
 

 
 ( )           (   القاعجة الرغخى   القاعجة الكبخى )        

 سيشتج   AB* بالجكراف دكرة كاممة حؾؿ  

 (   ̅   السخخكط   –   ̅ ̅   الأسظؾانة   +   ̅    السخخكط )
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       (     )    

 

 
           

   
 

 
       (                   )    

   
 

 
       [ (       )  (         ) ] 

   
 

 
       (       )   (       ) 

   
 

 
  القاعجة الكبخى    القاعجة  الرغخى )      

 
) 

 فقط كليذ دكرة كاممة يكؾف :   θ* كعشج الجكراف بداكية  

 . CD ( حجؼ السجدؼ بالجكراف حؾؿ القاعجة الكبخى  0

  
 

 
      

 

   
القاعجة الكبخى )   (  القاعجة الرغخى  

        ( حجؼ السجدؼ بالجكراف حؾؿ القاعجة الرغخى 2

  
 

 
     

 

   
القاعجة الرغخى )    (  القاعجة الكبخى  

 كىؾ السظمؾب . 

 َتيجخ
 فإف :   θ* إذا دار شبو السشحخؼ حؾؿ كل مؽ قاعجتيو بداكية  

   * الفخؽ بيؽ حجسي السجدسيؽ الشاتجيؽ 

القاعجة الرغخى )   (القاعجة الكبخى  
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    * مجسؾع السجدسيؽ الشاتجيؽ 

القاعجة  الرغخى   )   (القاعجة  الكبخى   
 
      

 

   
   

 الإثبات

 فيكؾف :  A , Bنفخض أف السجدسيؽ ىسا 

           
 

 
     

 

   
  (                          ) 

  
 

 
      

 

   
  (                          ) 

   
 

 
       

 

   
  (                        )   

           
 

 
        

 

   
  (                         ) 

 
 

 
      

 

   
 (                          ) 

   
 

 
      

 

   
 (                        )  

        
 

   
 (                        )  

 كىؾ السظمؾب إثباتو
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 َظريخ مخبريظ انكرح
 :  حقائق كتعاريف

ىؾ السدتؾى الحي يقدؼ السجدؼ إلي مدتؾى التساثل لسجدؼ ىشجسي :  (0
نرفيؽ متساثميؽ كل مشيؼ صؾرة مخآة للآخخ بحيث تكؾف كل نقظة في 

 الشرف الأكؿ تجج ما يقابميا في الشرف الآخخ . 
: ىي الداكية الشاشئة مؽ تقاطع السخخكط مع مدتؾى زاكية رأس السخخكط  (2

 تساثمو . 

 : ىؾ السدتكيؼ الؾاصل بيؽ رأس السخخكط كمخكد قاعجتو   محؾر السخخكط  (3

ىؾ السخخكط الحي يشظبق كل مؽ رأسة كمحيط الخخكط الجاخمي لمكخة :  (4
 قاعجتة  عمي محيط الكخة . 

إذا انظبق محؾر مخخكط داخمي لكخة عمى مدتؾى تساثل لمكخة ، فإف  (5
 ط أيزاً . مدتؾى التساثل ىحا يكؾف مدتؾى تساثل لمسخخك 

يؾجج عجد لا نيائي مؽ مدتؾيات التساثل لمكخة الحي يكؾف عسؾدي عمي  (6
قاعجة مخخكط محيظي قائسة لمكخة، لكؽ لا يؾجج غيخ مدتؾى تساثل كاحج 

 لمكخة يسخ بسظؾر ىحا السخخكط السحيظي . 

يؾجج عجد لا نيائي مؽ مدتؾيات التساثل لمكخة الحي يقع فييؼ محؾر  (7
ليحه الكخة، كلكؽ لا يؾجج غيخ مدتؾى تساثل كاحج مخخكط محيظي قائؼ 

 يقع فيو محؾر مخخكط مائل محيظي ليحه الكخة . 

السدتؾى الحي يقع فيو )محؾر مخخكط داخل لكخة كقظخ لمكخة( ىؾ مدتؾى  (8
 تساثل  لكل مؽ السخخكط كالكخة . 
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( ىؾ السخخكط الحي يشظبق  السخخكط الجاخمي ):  السخخكط السحيظي لمكخة (9
 كل مؽ رأسو كمحيط قاعجتو عمي محيط الكخة . 

ىؾ السخخكط الحي تشظبق قاعجتو عمي محيط :  السخخكط السخكدي لكخة (01
 الكخة كلكؽ رأسو يشظبق عمي مخكد الكخة . 

ىؾ مدتؾى يكؾف عسؾدي عمي قاعجة :  مدتؾى التساثل لسخخكط (00
 السخخكط كيقع فيو محؾر السخخكط . 

 ىؾ السخخكط الحي يكؾف محؾره عسؾدي عمي قاعجتو . :  خخكط القائؼالس (02

 ىؾ الحي يسيل محؾرة عمي قاعجتو بداكية أقل مؽ  :  السخخكط السائل (03

90
o . 

السخخكط القائؼ لو عجد غيخ نيائي مؽ مدتؾيات التساثل لكؽ السخخكط  (04
 السائل ليذ لو غيخ مدتؾى تساثل كاحج . 
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 يُغوق انُظريخ
* إذا اشتخكت عجة مخاريط محبظة لكخة في قاعجة كاحجة، فإف جسيع زكايا رؤكس 

 السخاريط تكؾف متداكية . 

                    
 * السعظيات : 

 ̿̅       ̿       ̅    

مذتخكيؽ في قاعجة كاحجة دائخية   Mثلاثة مخاريط محيظية لمكخة  
 . BC  كقظخىا   N  مخكدىا  

 * السظمؾب : 
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 إثبات أف زكايا رؤكس السخاريط الثلاثة تكؾف متداكية . 

فيكؾف محؾرة مار بسخكد الكخة    ABDCنخسؼ السخخكط القائؼ   * العسل : 
 .  Nكعسؾدي عمي القاعجة السذتخكة لمسخاريط في مخكدىا  

 * البخىاف : 

مخخكط قائؼ محؾره محتؾاه في قظخ الكخة لحلػ    ABDCالسخخكط 
 مدتؾى تساثل السخخكط ىؾ أيزاً مدتؾى تساثل لمكخة .

 عسؾدي عمى مدتؾى قاعجة السخخكط )القاعجة السذتخكة( .   ANالسدتكيؼ     

 .  BDC يكؾف عسؾدي عمى السدتؾى   ANأي مدتؾى يقع فيو السدتكيؼ    

ثلاث نقط ليذ عمى استقامة كاحجة ، لحلػ يشتسؾا إلي مدتؾى      ̅ * الشقط   
فيكؾف ىحا السدتؾى عسؾدي عمي  AN كاحج ، كبسا أف ىحا السدتؾى يحؾى  

،  كأيزاً يكؾف مدتؾى تساثل لكل مؽ السخخكطيؽ   BDC القاعجة السذتخكة  
كتخ  CB كيكؾف    Mكالكخة كيقظع الكخة في دائخة مخكدىا      ̅  ,       

  ABDC، زاكية رأس السخخكط    ̅   في الجائخة ككل مؽ زاكية رأس السخخكط 
 . BC  كمذتخكاف في القؾس    M  القائؼ ىؼ زاكيتاف محيظيتاف لمجائخة

                       ̅            ( ) 

 * كبالسثل يسكؽ إثبات أف : 

                 ̿                 ( ) 

                    ̿̅             ( ) 

i. e:  
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     ̅           ̿           ̿̅  

 كىؾ السظمؾب إثباتو 

 (1َتيجخ )
* زاكية رأس السخخكط السخكد تداكى ضعف زاكية رأس السخخكط السحيظي 

 السذتخؾ معو في القاعجة 

  
 * السعظيات : 

ABDC    مخخكط محيظي قائؼ في الكخةM   ،MBDC   مخخكط
 كمذتخكاف في القاعجة .   Mمخكدي في نفذ الكخة  

 * السظمؾب : 
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ضعف زاكية رأس   = MBDC إثبات أف زاكية رأس السخخكط  
 . ABDC  السخخكط  
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 * البخىاف : 

 :  Fig (B)كسا نخى بالخسؼ  

   AN    عسؾدي عمي القاعجة السذتخكة لمسخخكطيؽ في  N  ًأيزا ،MN 
 عسؾدي عمي نفذ القاعجة . 

 مذتخكيؽ في القاعجة كالسحؾر .   ABDC ، NBDC كل مؽ السخخكطيؽ     

ؽ مدتؾى تساثل مذتخؾ بيشيسا كىؾ عبارة عؽ دائخة نقدؼ يلحلػ يكؾف لمسخخكط
 الكخة إلي نرفيؽ . 

 ،  BAC كتكؾف زاكية رأس السخخكط السحيظي ىي الداكية 

 .  BMC زاكية رأس السخخكط السخكدي ىي الداكية 

 الداكيتاف يقعاف في دائخة كاحجة أحجاىسا مخكدية كالأخخى محيظية .    

 ضعف زاكية رأس السخخكط السحيظي .     زاكية رأس السخخكط السخكدي     

 كىؾ السظمؾب إثباتو 
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 (2َتيجخ )

* إذا اشتخؾ مخخكطاف محيظياف في قاعجة كاحجة كفي جيتاف مختمفتاف مؽ 
 درجة .  180     بعزيا فإف مجسؾع زاكيتي رأسييسا  

  

 * السعظيات : 

ABDC   ك  HBDC   مخخكطاف محيظياف مذتخكاف في القاعة BDC   

BC  ,     كتخ في القاعجة السذتخكة كىسا مذتخكاف في السحؾر AH  
 . M  الحي ىؾ قظخ لمكخة 

 * السظمؾب : 

  HBDCزاكية رأس السخخكط   ABDC  +إثبات أف زاكية رأس السخخكط  
 . درجة  180   
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 * البخىاف : 

  BDCمذتخكاف في القاعجة    HBDCك   ABDCكل مؽ السخخكطاف  
 . M الحي ىؾ قظخ في الكخة   AH  كسا أنيسا مذتخكاف في السحؾر  

يسخ بالسخخكطاف مدتؾى تساثل كاحج مذتخؾ كيكؾف مدتؾى تساثل لمكخة كيكؾف   
     كتخ في الجائخة ككل مؽ زاكية   BC دائخة كيقدؼ الكخة إلي نرفيؽ، فيكؾف  

BAC  زاكية  ،BMC    كىؼ الداكيتاف السثلاف لخؤكس السخخكطاف عبارة عؽ
 درجة .  180  عيا  زاكيتاف متقابمتاف في شكل رباعي دائخى فيكؾف مجسؾ 

 كىؾ السظمؾب إثباتو . 
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 (3َتيجخ )
*  زاكية رأس أي مخخكط محيظي قاعجتو دائخة ناشئة مؽ تقاطع كختو مع مدتؾى 
تساثميا. أي أنو أي مخخكط محيظي مخسؾـ في نرف كخة قاعجتو دائخة نرف 

 درجة .       الكخة تكؾف زاكية رأسو  

  
 الإثبات

 يقع في نرف الكخة .   ABDC السخخكط    

،   كفي   BDCيسكؽ رسؼ مدتؾى تساثل لمكخة يكؾف عسؾدياً عمي القاعجة     
 . AM  نفذ الؾقت يقع فيو السحؾر  

ىي زاكية مخسؾمة فيشرف   ABDCزاكية رأس السخخكط    BACفبحلػ الداكية  
 جة . در  90الجائخة الشاشئة مؽ تقاطع الكخة مع مدتؾى التساثل، ليحا فتكؾف  

 درجة .       زاكية رأس السخخكط السحيظي السخسؾـ في نرف كخه     
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 كىؾ السظمؾب 

 كور الذرو انثلاثي الدُتظى َظريخ
ضعف حجؼ الكخة   27( حجؼ الكخة الخارجية ليخـ ثلاثي مشتغؼ تداكى 1* )

 الجاخمية لو .

أضعاؼ            ( السداحة الدظحية لمكخة الخارجية ليخـ ثلاثي مشتغؼ  2) *
 السداحة الدظحية لمكخة الجاخمية لو . 
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 ملاحغات :  

 جسيع أكجو اليخـ الثلاثي السشتغؼ مثمثات متداكية الأضلاع متظابقة .  -

 جسيع ارتفاعات اليخـ الثلاثي السشتغؼ متداكية .  -

ىؾ مدتؾى يقدؼ الذكل اليشجسي إلي نرفيؽ متساثميؽ :  مدتؾى التساثل -
كل مشيؼ صؾرة مخآه للآخخ بحيث كل نقظة في أحج الشرفيؽ نجج ما يساثميا 

 تساماً في الشرف الآخخ . 

 * السعظيات : 

ABCD    ىخـ ثلاثي مشتغؼ كسا ىؾ كاضح بالذكل مخكدهM   بو كخة داخمية
 تسذ أكجيو مؽ الجاخل ككخة خارجية بحيث تقع رؤكس اليخـ عمي محيط الكخة . 

 * السظمؾب : 

 (   في مشظؾؽ الشغخية . 2(  ك )1إثبات بشج )

 * العسل : 

 .  Eفي    CDبسشترف    Bنرل   -

 .  Hفي   CBبسشترف    Dنرل   -

ىؾ ارتفاع    AZفيكؾف    BCDىي مخكد القاعجة    Zحيث    A Zنرل   -
 اليخـ . 

 .  Sفي   AH كيلاقي           ندقط  -

 * البخىاف : 
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نثبت أكلًا أف جسيع ارتفاعات اليخـ الثلاثي السشتغؼ تتلاقي  جسيعاً في نقظة  -
 كاحجة كالآتي : 

 يعتبخ مدتؾى تساثل بالشدبة لميخـ .    AHDالسدتؾى   -

  AHDمخكد اليخـ يقع في السدتؾى     

 . ABE بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف مخكد اليخـ يقع في السدتؾى   -

  AZيتقاطعاف في السدتكيؼ     ABEك  AHDكلكؽ كل مؽ السدتؾياف   -
 كىؾ الارتفاع لميخـ . 

.   بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف مخكد AZ  مخكد اليخـ يقع عمي الارتفاع     
اليخـ يقع عمي  باقي ارتفاعات اليخـ كىحا لا يحجث إلا إذا تقاطعت ارتفاعات اليخـ 

 الأربعة في نقظة كاحجة ىي مخكد اليخـ . 

مؽ جية  3 : 1 نثبت ثانيا أف مخكد اليخـ يقظع أي ارتفاع  لميخـ بشدبة   -
 الخأس . 

 *  كسا بالذكل نجج أف : 

يؼ متؾسظاف متشاعخاف لسثمثاف متداكياف ذلػ لأن  DHك    AHكل مؽ   -
 متظابقاف .  

   
 

 
      

 

 
           

  بو   MSHZ  * الذكل
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180  أي أف الذكل بو زاكيتاف متقابمتاف مجسؾعيسا  
o . 

 الذكل رباعي دائخى :     

 .  MSHZخارجة عؽ الذكل الخباعي الجائخى          لكؽ  

                   

    في السثمثافΔ  AMS   ,  Δ  AHZ 

 و                 

                     

 السثمثاف متذابياف كيشتج أف :   
  

  
   
  

  
   
  

   
   
 

 
       ( ) 

 : فييسا    Δ AMS   ,  Δ DMZ * في السثمثاف 

        

 (تقابل بالخأس)                                 

 (زاويا قائسة)                                   

 يشظبق السثمثاف كيشتج أف :  

             ( ) 

 ( يكؾف 2( في )1كلكؽ مؽ )

     
  

  
       

  

 
 

    بشدبة   AZ أي أنو مخكد اليخـ يقدؼ الارتفاع 
 

 .   A  مؽ جية الخأس    
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 * بالسثل يسكؽ إثبات أف مخكد اليخـ يقدؼ باقي ارتفاعات اليخـ بشفذ الشدبة 

  
      

 * الآف نبخىؽ الشغخية : 

 كأيزاً لباقي الارتفاعات .              

   MS     كنغائخه ىؼ أنراؼ أقظار الكخة الجاخمية لميخـ ليكؽ كل مشيؼ X  . 

 باقي نغائخىؼ في الارتفاعات .               ، 

   AM    3كنغائخه ىؼ أنراؼ أقظار الكخة الخارجية لميخـ فيكؾف كل مشيؼX   

 
    

(  ) 

 
     

 
   

حجم الكخة الخارجية
حجم الكخة الجاخلية

  

    
ضعف حجؼ الكخة        * أي أف حجؼ الكخة الخارجية ليخـ ثلاثي مشتغؼ  

 الجاخمية لو . 

 كىؾ السظمؾب أكلًا .

 * أيزا : 

    
السداحة الدطحية للكخة الخارجية
السداحة الدطحية للكخة الجاخلية

 

    
    (     )  
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    أي أنو السداحة الدظحية لمكخة الخارجية ليخـ ثلاثي مشتغؼ  
 أضعاؼ السداحة الدظحية لمكخة الجاخمية لو . 

 كىؾ السظمؾب ثانياً 
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 َظريخ شكشك نهًثهث

إذا نرفت أضلاعو ككصمت نقػاط الترشيف فإنػو يشذػأ مثمث    Δ* في أي مثمث  
Δ-1    يذابو السثمث الأصميΔ   ربعوكيداكى  . 

  
 * السعظيات : 

Δ ABC    نرف أضلاعوAB  كBC  كCA     فيD  كE  كF   
 .  Δ  DEFفتكؾف السثمث     FDك  EFك  DEعمي التختيب ، كصل  

 * السظمؾب : 

 كيداكى ربعو .   Δ  ABC يذابو السثمث      Δ  DEFإثبات أف السثمث 

 * العسل : 

    L في    DFكيقظع    Gليلاقيو في     BCعمي   AGالعسؾد    Aندقط مؽ  

 * البخىاف : 

FD   . كاصل بيؽ مشترفي الزمعيؽ 
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 AB    ك   AC  في السثمث  Δ  ABC     . 

 كيداكى نرفو .              

 كيداكى نرفو .             بالسثل 

 كيداكى نرفو .             بالسثل 

                       تبادؿ  

                      وتشاعخ  

                              ( ) 

                                           تشاعخ

                                              تبادؿ

                                        ( ) 

From (1) , (2) ,    we result that  :                              

 نجج أف :     Δ DFE    ,   Δ ABC  * في السثمثاف 

                       

                        

                     

 متذابياف .     Δ DEF   ,  Δ ABC   كل مؽ السثمثاف    

 كىؾ السظمؾب أكلًا . 

                                                     بالتبادؿ

 فييؼ  :     Δ AGB     ,     Δ ALD    في السثمثاف
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 ك                                                   بالتشاعخ

 ,                   مذتخكة 

       Δ  ABG   ,     Δ  ADLمتذابياف     

 كيشتج مؽ التذابو أف : 

  

  
         

  

  
                               

 

 
       

        :    كقج أثبتشا سابقاً أف 
  

 
        

                        
 

 
               

    
 

 
  ( 
 

 
     )   

 

  
  (    ) 

   
 

 
  ( 
 

 
    ) (    ) 

                
 

 
         

 كيداكيو   AFيؾازي    EDفيو   ADEF  كلكؽ الذكل  

 متؾازي أضلاع    ADEFأي أف الذكل  

 ADEFقظخ في الذكل    DFلكؽ 

 يقدسو إلي مثمثيؽ متظابقاف    
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 كىؾ السظمؾب ثانياً . 

 َتيجخ
 ثؼ كصمت نقاط الترشيف فإنو يشذأ مثمث   Δ    * إذا نرفت أضلاع أي مثمث

Δ-1  مذابو لمسثمث الأصميΔ    كتكؾف مداحتو 
 

 
مداحة السثمث الأصمي      

Δ   ثؼ إذا نرفت أضلاع السثمث ،Δ-1    ككصمت نقاط الترشيف فإنو يشذأ مثمث

Δ-2   مذابو لكل مؽΔ    كΔ-1     كتكؾف مداحتو    
 

 
 Δ-Nكىكحا إلي     

الحي  مداحتو    Δ1ناشئ مؽ ترشيف أضلاع    Δ، كالعكذ صحي فإف السثمث  
كبحلػ يتكؾف خط شكذػ لمسثمثات   ΔNكىكحا إلي    Δأضعاؼ       

 الستشاشئة. 

                                                 
.  Δ-N ك  ...ك  Δ-2ك  Δ-1 ك Δك  Δ1ك  Δ2ك .... ك ΔN كتكؾف السثمثات 

 جسيعيا متذابية كأف مداحة أي مثمث في سمدمة السثمثات الكبخى يداكى 
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مداحة السثمث الحي يميو، كأيزاً مداحة أي مثمث في سمدمة السثمثات الرغخى 

 :   أضعاؼ مداحة لسثمث الحي يميو، كعمي ذلػ يكؾف     4    يداكى 

  
                                                               

  

                
           

                 ( 
 

 
 )
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 كىؾ السظمؾب إثباتو 
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 لأهرايبد الدتُبشئخا َظريخ
فيسا بيشيؼ، فإنو يشذأ   Lطؾؿ حخفو    P* إذا كصمت مخاكد ىخـ ثلاثي مشتغؼ  

،  كإذا حجث نفذ L-1   طؾؿ حخفو    P-1ىخـ ثلاثي مشتغؼ أصغخ مشو ىؾ  
 كىكحا إلي اليخـ L-2 طؾؿ حخفو     P-2فإنو يشذأ ىخـ     P-1الذئ مع اليخـ  

P-N    طؾؿ حخفوL-N   كبحلػ تشذأ سمدمة الأىخامات الرغخى كبالعكذ فإف
الحي   P1ىؾ ناشئ مؽ تؾصيل مخكد ىخـ ثلاثي مشتغؼ أكبخ مشو ىؾ    Pاليخـ  

الحي   PNكىكحا إلي    L2الحي طؾؿ ضمعو     P2كىكحا   L1طؾؿ ضمعو  
 كبحلػ تشذأ سمدمة الأىخامات الكبخى .    LNطؾؿ ضمعو  

 :  ىؾ اليخـ الأساسي يكؾف  P فإذا اعتبخنا اليخـ  

           
 )                و          

 

 
 )
 

     

 حيث : 

-  L      ىؾ حخؼ اليخـ الأساسي   P   . 

-   LN     ىؾ حخؼ اليخـ      PN . 

-   L-N     ىؾ حخؼ اليخـ   P-N    . 

-   N     ىي رقؼ اليخـ في سمدمة الأىخامات الكبخى ابتجاءً مؽ اليخـ   P1  . 

-   -N    ىي رقؼ اليخـ في سمدمة الأىخامات الرغخى ابتجاءً مؽ اليخـ    P-1 . 
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 * تسييج: 

كىؾ   ABCDفإذا كصمشا نقاط مخاكد أكجو اليخـ    Fig (A)كسا في 
كطؾؿ   P-1،  فإنو يشذأ ىخـ ثلاثي مشتغؼ    Lالحي طؾؿ حخفو    Pاليخـ  
 P-1كىؾ أصغخ مؽ اليخـ الأساسي . كإذا حجث نفذ الذئ لميخـ    L-1حخفو  

الحي طؾؿ   P-Nكىكحا إلي اليخـ    L-2طؾؿ حخفو    P-2سيشذأ ىخـ أصغخ ىؾ  
 .  L-Nحخفو  

الأساسي ناشئ مؽ تؾصيل مخاكد أكجو ىخـ أكبخ   Pكالعكذ فإف اليخـ  
كىكحا   P2الحي  طؾؿ حخفو    P2ثؼ    L1الحي طؾؿ حخفو    P1مشو ىؾ اليخـ  

 Fig (B)  كبحلػ كسا في    LNكطؾؿ حخفو    PNإلي أف نرل إلي اليخـ  
خط شكذػ للؤىخامات تتكؾف سمدمة الأىخامات الكبخى كالرغخى كسا ىؾ كاضح في 

 .  الستشاشئة

كمؽ ىشا يتزح أنو يسكششا إيجاد طؾؿ حخؼ أي ىخـ في سمدمة الأىخامات 
كرقؼ اليخـ في   Lالكبخى أك الرغخى كذلػ إذا عُمؼ طؾؿ حخفو اليخـ الأساسي  
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الدمدمة الكبخى أك الرغخى الخاد إيجاد طؾؿ حخفو كذلػ بالتظبيق في القانؾف 
 السؾجؾد في الشغخية . 

 * السعظيات : 

    .   Lىخـ ثلاثي  مشتغؼ طؾؿ حخفة     Fig (A)    ،ABCD   في

  D1   كC2   كB1   كA1    ىؼ مخاكد أكجو اليخـ الأربعة ، كصمت السخاكد فييا
فخض أف كب   L-1الحى طؾؿ حخفة       A1 B1 C1 D1بيشيا فتكؾف اليخـ   

     A2 B2 C2 D2 فديتكؾف اليخـ   A1 B1 C1 D1  الدابق قج حجث عمي اليخـ
كىكحا تتكؾف سمدمة الأىخامات الرغخى كسا ىؾ كاضع في  L-2     الحى طؾؿ حخفة

Fig (B)  ثؼ نكؾف سمدمة الأىخامات الكبخى كسا ىؾ كاضح أيزاً في   Fig  (B)  
 . 

 * السظمؾب : 

 أثبات أف : 

          
 )                 و           

 

 
 )
 

    

 * العسل : 

 .  BE  ك   AEثؼ نرل كل مؽ    Eفي     CDنشرف   -

 * البخىاف : 

-       AE  متؾسط في الؾجو  ACD 
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       B1     تقع عميAE     مؽ جية الخأس   2 : 1     كتقدسو بشدبة  A 
 . 

  2 : 1كتقدسو بشدبة     BEتقع عمي    BCD  ،  A1كبالسثل في الؾجو   -

 . B مؽ جية الخأس   

 نجج أف :   Δ AEBفي السثمث   -
   
  
       

   
  
           

             

  متذابهان                               

    
     
  

       
   
  

          

                 
 

 
   

 يداكى     A1 B1 C1 D1أي أنو طؾؿ حخؼ اليخـ الشاشئ  

 
حخؼ   

  .A B C D  اليخـ الأساسي  

   : بالسثل 

         
 

 
      

              ( 
 

 
 )
 

      

 كىؾ السظمؾب أكلاً . 
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أضعاؼ طؾؿ حخؼ اليخـ الأقل مشو مباشختاً   3 أي أنو طؾر حخؼ أ ي ىخـ  = 

 ندتشتج مؽ ذلػ أف :

                و             

              (   )
       

 كىؾ السظمؾب ثانياً . 
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 حجى الذرو انثلاثي الدُتظىَظريخ 

  السشتغؼ حجؼ اليخـ الثلاثي  
  

 √ 
ىؾ طؾؿ حخؼ   Lحيث        

 .  اليخـ 

  
 * السعظيات : 

ABCD   ىخـ ثلاثي مشتغؼ طؾؿ حخفوL    . 

 * السظمؾب : 

  

 √ 
 إثبات أن حجم الهخم      

 * العسل : 
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 . S    في     CD  فيلاقي    BS  نخسؼ الستؾسط   -

 .   Mفي     BSليلاقي     AM  ندقط العسؾد  -

 

 * البخىاف : 

 حجؼ اليخـ  
 

 
 .   الارتفاع  ×القاعجة      

          
√ 

 
 (إرتفاع  مثلث قاعجة  الهخم)     

          
 

 
          

 

 
    

√ 

 
     

 

√ 
    

   (    )      (    )      (    )           ( 
 

√ 
  )

 

  

         
 

 
          

 

 
      

          √
 

 
 (إرتفاع الهخم)          

  حجؼ اليخـ       

 
  =   الارتفاع  ×  القاعجة       

   
 

 
  ( 
 

 
   
√   

 
 ) ( 

√   

√ 
 )      

  
√    √      

        √ 
     

 

  √ 
      

 كىؾ السظمؾب . 
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148 

   

 َتيجخ
 * إذا تداكى طؾؿ حخؼ كل مؽ مكعب كىخـ ثلاثي مشتغؼ فإف :

 حجم  السكعب      √     حجم الهخم

 * الإثبات : 

   
حجم السكعب
حجم الهخم

 

   
  

 
     

  

 √ 
     

  

 
   
 √ 

  
    

   √  

 كىؾ السظمؾب . 
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 ندوائر الدتًبسخ انداخهيخاَظريخ 
مؽ الجكائخ الستظابقة   nمؽ الجاخل عجد    R* إذا مدت دائخة نرف قظخىا  

كالستساسيؽ مثشى مثشى مؽ الخارج بحيث لا يؾجج فؾاصل بيؽ أي دائخة كالتي تمييا 
 :  فإف    rككاف نرف قظخ أي مشيؼ ىؾ 

       
 

      
   
     

    

 
 * السعظيات : 

-  M    دائخة يسديا مؽ الجاخل عجدn   مؽ الجكائخ الستظابقة كالستساسة مثشى
مثشى مؽ الخارج بحيث لا يؾجج فؾاصل بيؽ أي دائخة كالتي تمييا ككاف نرف قظخ 

 .  rأي مشيؼ ىؾ 
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كيسداف الجائخة    Bمتساستاف مؽ الخارج فيسا بيشيسا في     X ك Y* الجائختاف  
M     مؽ الجاخل فيD  كC      عمي التختيب . مع العمؼ أف نرف قظخ الجائخة
M   ىؾ  R   كأف نرف قظخ أي مؽ الجكائخ الستساسة مثشى مثشى ىؾ  r   . 

 * السظمؾب : 

     
 

      
   
     

   إثبات أن       

 * العسل : 

 . C  ك  D بكل مؽ    Mنرل    -

 . X Z نرل   -

 . A في    C Dكنسجه عمى استقامتو ليلاقي    M Bنرل   -

 * البخىاف : بالشغخ لمذكل نجج أف : 

                                  

          

 متداوى  الداقين             

 (أنراف أقطار في دوائخ متطابقة)                                      

    X Z     كاصل بيؽ مخكدي دائختيؽ متساستيؽ في B . 

تقع جسيعاً عمى استقامة كاحجة كندتشتج    Xك  Bك     Zمؽ الشقاط  كل      
 . X Z تقع في مشترف     B  الشقظة مؽ ذلػ أيزاً أف
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* بالشغخ لمذكل نجج أف نقاط التساس بيؽ كل دائختيؽ مؽ الجكائخ الستظابقة 
 الستساسة تقع عمي السدتكيؼ الؾاصل بيؽ مخكدي الجائختيؽ كفي مشترفو 

 السدافات بيؽ مخكدي كل دائختيؽ متتاليتيؽ متساستيؽ تكؾف متداكية .     

ىشجسي متداكى مخاكد جسيع الجكائخ الستساسة مثشى مثشى نذكل مزمع     
 الأضلاع . 

     كسا نجج أف السثمثΔ  MXZ    متداكى الداقيؽ 

                   

 أي أف أنراؼ زكايا رؤكس السزمع الستكؾف تكؾف متداكية، بحلػ تكؾف الداكيا
الجاخمية لمسزمع الستكؾف متداكية كبشاءً عميو يكؾف السزمع الستكؾف مؽ تؾصيل 

  nمخاكد الجكائخ الستساسة مثشى مثشى ىؾ ىؾ مزمع ىشجسي مشتغؼ عجد أضلاعو  

              
   

 
                              

   

 
 

 . B     في نجج أنو قائؼ الداكية   Δ  BMX  *  في السثمث 

                      
   

 
 

          (     )      
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      (       
   

 
 )            

   

 
 

      
      

   
 
  

      
   
 

 

     ) بقدسة البدط كالسقاـ لمظخؼ الأيدخ لمسعادلة عمى  
   

 
 يكؾف :  (

       
 

        
 

   
   
 

     
 

             
   

 

     

             
 

      
   
 
     

     

 كىؾ السظمؾب إثباتو 
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 ندوائر الدتًبسخ المحيغيخاَظريخ 
مؽ الجكائخ الستظابقة كالستساسة فيسا بيشيؼ مثشى   n* إذا كقعت مخاكد عجد  

ككاف نرف قظخ أي مؽ الجكائخ   Rمثشى عمي  محيط دائخة نرف  قظخىا  
 بحيث لا يؾجج فاصل بيؽ أي دائخة كالتي تمييا فإف :    rالستظابقة ىؾ  

                 
   

 
     

 

 
 * السعظيات : 
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M  دائخة نرف قظخىا   R مخسؾـ عمي محيظيا عجد  n   مؽ الجكائخ الستظابقة
بحيث تقع مخاكدىؼ جسيعاً   r  كالستساسة مثشى مثشى ك نرف قظخ كل مشيؼ ىؾ

 .   M عمي محيط الجائخة 

 * السظمؾب : 

               
   

 
 إثبات أن       

 * العسل : 

  Bبكل مؽ مخكدي دائختيؽ متتاليتيؽ كليكؽ السخكديؽ     Mنرل مخكد الجائخة   -
 . A  ك  

 .  C كىي الشقظة   A  ك   Bبشقظة تساس الجائختيؽ     M نرل السخكد  -

  يؽ كمتساسيؽ مؽ الخارج في الشقظةمتظابقت  Aك  Bالجائختيؽ   * البخىاف :
C    
 كتشرفيا .   ABتقع عمي القظعة السدتكيسة   C  الشقظة     

i. e        AB   =   2 r 

السزمع اليشجسى الشاشئ  مؽ تؾصيل مخاكد الجكائخ الستساسة مثشى مثشى ىؾ   
  nكعجد أضلاعو    2rمزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو  

               
   

 
   

 . MA ك    MBمتداكى الداقيؽ في     Δ  MABكلكؽ السثمث  
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  ،   MC    كاصل مؽ رأس السثمثMAB   إلي مشترف القاعجة 

                      
   

 
 

 . Cقائؼ الداكية في   Δ  AMC السثمث    

                   

            
   

 
 وهه السطلهب        

 نشكم انرثبعيا َظريخ
* في أي شكل رباعي إذا نرفت أضلاعو الأربعة ككصمت نقاط التشريف فيسا 

 بيشيؼ فديشتج متؾازي أضلاع مداحتو تداكى نرف مداحة الذكل الخباعي . 
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 * السعظيات : 

ABCD      شكل رباعي نرفت أضلاعوAB , BC , CD ,   DA    فيF , 
G , H . E      عمي التختيب كصمتE , F , G , H     فتكؾف الذكلF G 

H E    

 * السظمؾب : 

 متؾازي أضلاع .    EFGHإثبات أف الذكل    -0

  EFGH إثبات أف مداحة الذكل  -2
 

 
    مداحة الذكل الخباعي         

ABCD   . 

 * العسل : 

 .                                    Kفي     EFفيقظع   ACنرل   -

  . BD  نرل   -

 .  Yفي    EFكيقظع    Zفي الشقظة           ندقط العسؾد   -

 * البخىاف : 

   ,   ABكاصل بيؽ مشترفي الزمعيؽ   EFيكؾف     Δ  ABDفي السثمث   -

 AD . 

  DB // EF    ( .................. 1كيداكى نرفو) 

  ,  CBكاصل بيػؽ مشترفي الزمعيؽ    HGيكؾف    Δ  CBDفي  السثمث    -
CD 
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   BD // GH   ( .................. 2كيداكى نرفو ) 

 كيداكيو    HG // EF(  ندتشتج أف :   2( ك )1مؽ  )

 يكؾف متؾازي أضلاع EFGH الذكل      

 كىؾ السظمؾب أكلاً . 

 . HF // DB  كلكؽ           -

 . Y في الشقظة               

 .  Δ  ADBعبارة عؽ ارتفاع لمسثمث    AZأي أف  

 ، AY   عبارة عؽ ارتفاع لمسثمثΔ  AEF 

 متذابياف .    Δ  ABZ   ,  Δ  AFYالسثمثاف   -

   
  

  
     

  

  
     

 

 
  

          
 

 
     

           * نفخض أف

            
 

 
   

              * نفخض أف
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          ( ) 

                   
 

 
                    ( ) 

 ( ندتشتج أف :2( ك )1مؽ )

            
 

 
                          ( )  

 أيزا يسكؽ إثبات أف : 

                      
 

 
                    ( ) 

                         
 

 
                    ( ) 

                           
 

 
                    ( ) 

   ندتشتج أف :           ( 7) ك  (6) ك  (5ك )  (4) مؽ 

(                           

     )      
 

 
  (                  

              )     

   
 

 
  (      )         

  (    )           
 

 
  (    )       

  تداكى نرف مداحة الذكل   EFGHأي أف مداحة متؾازي الأضلاع  

ABCD  . 
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 كىؾ السظمؾب ثانياً . 
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 كور الدكعت َظريخ
* في أي مكعب ندبة حجؼ الكخه الخارجية إلي حجؼ الكخة الجاخمية 

 قيسة ثابتة .       √      

 ثلاث أضعاؼ السداحة  =أيزا ندبة السداحة الدظحية لمكخه الخارجية  

 الدظحية لمكخه الجاخمية .  

 

 * السعظيات : 

 . L كطؾؿ حخفو    Mمكعب مخكده       ̅ ̅  ̅  ̅          

 إثبات أف :    السظمؾب :* 
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                                                 √       
حجم الكخة الخارجية للسكعب
حجم الكخة الجاخلية للسكعب

        

السداحة الدظحية لمكخة  ثلاث أضعاؼ  =السداحة الدظحية لمكخة الخارجية    

 الجاخمية لمسكعب . 

         * العسل : 

 .   ̅    نخسؼ القظخ  -

 *  البخىاف : 

كيشرف كل مشيؼ    Mأقظار متداكية متقاطعة في الشقظة   4السكعب لو   -

 الآخخ. 

 ىؾ نرف قظخ الكخة الخارجية .   AMلحلػ   -

 كسا أف نرف قظخ الكخة الجاخمية   -

 
      

 يكؾف :    ̅ ̅ ̅      في السثمث -

( ̅ ̅)         

 يكؾف :   ̅ ̅     كفي السثمث 

(  ̅)    ( ̅ ̅)    (  ̅)    

                

 . R * بفخض أف نرف قظخ الكخة  الخارجية  
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 .  rكبفخض أف نرف قظخ الكخة الجاخمية  

      
√   

 
   
√ 

 
   

   
حجم الكخة الخارجية
جمح الكخة الجاخلية

    

 
 
  (
√ 
 
  )

 

 
 
  (
 
 
 )
 
  

  (
√   

 
)

 

   (
 

 
)
 

   

  (
√   

 
   
 

 
)

 

    √  

 كىؾ السظمؾب أكلًا. 

السداحة الدطحية للكخة الخارجية
السداحة الدطحية للكخة الجاخلية

     

    (
√ 
 
  )

 

   (
 
 
  )

  

  (
√   

 
)

 

    (
 

 
)
 

  

  (
√   

 
   
 

 
)

 

     

 كىؾ السظمؾب ثانياً . 
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 لأوتبر الدتعبيدحا َظريخ
    في أي دائخة قظخىاd   يكؾف مجسؾع مخبعات أي كتخيؽ متعامجيؽ في

   مؽ مخكد الجائخة     Xنقظة عمي بعج ثابت  

     (        )   قيسة ثابتة   

 
 * السعظيات : 

N  ك   L   نقظتاف تبعجاف مدافتاف متداكيتاف قجرىاX     مؽ مخكد لجائخةM 
كتخاف           ̅ ̅ ،   Rكنرف قظخىا ىؾ    dالتي ليا قظخ يداكى  
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كتخاف متعامجاف في نفذ         ̅ ̅  ،  أيزاً   N     متعامجاف في الشقظة  
التي ليا نفذ   Lكتخاف متعامجاف في الشقظة         ̅̅̅  ̅  ،       Nالشقظة  

 عؽ السخكد لمجائخة .   Nبعج الشقظة  

 أثبات أف :        * السظمؾب :

(    )    (  ̅ ̅ )    (    )  (  ̅ ̅ )    

  (    )    (  ̅ ̅ )      (      )  قيسة ثابتة  

 * العسل : 

 . A  , B  ,  ̅  ,  ̅  ,  Nبكل مؽ الشقاط    Mنرل الشقظة   -

̅ ̅   ,        ندقط العسؾداف   -      

 . S  قائؼ الداكية في     MSBΔ السثمث        * البخىاف :

      (    )            (    )    (    )  

    ( 
 

 
   )

 

            (    )               ( ) 

 يكؾف :   ̅       بالسثل السثمث

    ( 
 

 
   ̅  ̅)

 

          (    )           ( ) 

 :   يكؾف  ( 2( ، )1)  بجسع

         ( 
 

 
    )

 

    ( 
 

 
   ̅ ̅ )

 

            

 [ (    )     (    )  ]              ( ) 



  

165 

   

 نجج  أف :   NSMZلكؽ في الذكل  

                                   

 مدتظيل .    MSNZالذكل    

             

      (    )      (    )     (    )        

     ( 
 

 
   )

 

  ( 
 

 
  ̅ ̅ )

 

                          ( ) 

 بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف : 

 ( 
 

 
    )

 

   ( 
 

 
  ̅ ̅ )

 

                       ( ) 

    ( 
 

 
   )

 

    ( 
 

 
  ̅  ̅̅̅)

 

                     ( ) 

 (  يتزح لشا أف : 6(  ك )5(  ك )4* مؽ  )

  ( 
 

 
   )

 

   ( 
 

 
  ̅ ̅ )

 

   ( 
 

 
    )

 

  ( 
 

 
  ̅ ̅ )

 

 

   ( 
 

 
    )

 

  ( 
 

 
  ̅ ̅ )

 

            

 4بزخب أطخاؼ السعادلة الأربعة في  

  (    )    (  ̅  ̅)    (    )     (  ̅ ̅ )  

  (    )     (  ̅ ̅ )                  

      (           )      (         ) 

 أي أنو مجسؾع مخبعي أي كتخيؽ متعامجيؽ عمي بعض ثابت مؽ مخكد دائخة 
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   (        )     قيسة ثابتة     

 كىؾ السظمؾب أثباتو 

 َتيجخ  
* إذا اشتخكت دائختاف في مخكد دائخى كاحج فإف مجسؾع مخبعي أي كتخيؽ 

 =متعامجيؽ لمجائخة الكبخى كمتقاطعيؽ في نقظة تقع عمي محيط الجائخة الرغخى  

 مقجار ثابت 

    (        ) 

 حيث : 

  d  . ىؾ قظخ الجائخة الكبخى 

  ،r    . ىؾ نرف قظخ الجائخة الرغخى 
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 الدثهث انمبئى أعًدح َظريخ
* إذا سقط عسؾديؽ مؽ أي نقظتيؽ يشتسؾا إلي كتخ السثمث القائؼ عمى أحجى 

 ضمعي القائسة فإف : 

جيب الداكية  ×السدافة بيؽ الشقظتيؽ  +  )العسؾد الأصفخ    العسؾد الأكبخ 

 ( .  السقابمة لمعسؾديؽ

 
 * السعظيات : 

ABC    مثمث قائؼ الداكية فيB       ،M  ,  N    ىؼ نقظتيؽ عمي الؾتخ  

AC    أسقط العسؾداف .MS  ,  NR    عمى الزمعBC       ليلاقياه فيS  , 
R    عمي التختيب ، السدافة بيؽ الشقظتيؽM , N         كسا أف الداكية

 .      ، العسؾد الأصغخ        ك العسؾد الأكبخ          

 * السظمؾب : 

 إثبات أن                     
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 * البخىاف : 
               (      )       

                 

            

i . e  

               

) السدافة بيؽ نقظتي  Z  +يداكى العسؾد الأصغخ    Yأي أف العسؾد الأكبخ  

 جيب الداكية السقابمة لأعسجة الإسقاط ( .   ×الإسقاط  

 كىؾ السظمؾب إثباتو  
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 َمبط يستوى اندائرح َظريخ
     * مجسؾع مخبعات بعجي نقظة في مدتؾى دائخة عؽ طخفي أي قظخ فييا  

X ) 2   مقجار ثابت   
2
 +  R

2
 )  

 حيث : 

X      ،  ىي بعج الشقظة عؽ مخكد الجائخةR   . ىي نرف قظخ الجائخة 
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 السعظيات : 

نقظة في مدتؾى الجائخة خارج أك داخل    M       ،Dقظخ في الجائخة      ̅ ̅ 
 . Fig  (A)  الجائخة كسا ىؾ كاضح في الذكميؽ في   

 * السظمؾب  :

(       )   إثبات أف مجسؾع مخبعي بعجي الشقظة         ̅̅̅̅       عن  ̅  

 حيث : 

X    ىي بعج الشقظةD    عؽ مخكد الجائخةM  ،R    ىؾ نرف قظخ الجائخة  M 
 . 

 * العسل :  

      ̅ ثؼ ندقط العسؾد    B عمى استقامتو ليلاقي محيط الجائخة   D Mنسج  
   ̅      ،  ثؼ ندقط العسؾد    D Mعمى 

 * البخىاف : 

 :  فييسا       ̅    ,     ̅   في السثمثاف    

  ̅         ̅           ,    

   ̅            ̅                

   ̅            ̅   

 SM  =  ZM      يشظبق السثمثاف كيشتج أف :    
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       (   ̅ )      (    )      (    )  

    (    )          (    )        ( ) 

    (    ̅)    (    )    (  ̅  )  

   (    )          (    )          ( ) 

  (    يكؾف : 2)   ,  ( 1)   بجسع 

(   ̅ )    (    ̅)             [ (    )     

   (    )      (    )  ]             ( ) 

         (    )    (    )    (    )   

   (          )                     ( ) 

 (    )     (    )    (    )    

   (        ) 

   (  )    (  )    (  )    

   (        )             ( ) 

 (   نجج أف : 5(  ك )4* بجسع  )

  (  )    (  )    (  )    

[   (        )      (      ) ] 

  (  )    (  )         

 (     ) 

   (  )    (  )        (   ) 

    (  )     (  )    (  )      (  )      ( ) 

 (  يكؾف : 3(  في  )6بالتعؾيض مؽ  )

(  ̅)     (  ̅)             (  )  
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    (      ) 

أي أنو مجسؾع مخبعي بعجي أي نقظة في مدتؾى دائخة عؽ طخفي أي قظخ لمجائخة 
   يداكى قيسة ثابتة  

     (     ) 

 حيث: 

R   . ىي نرف قظخ الجائخة 

 ىي بعج الشقظة عؽ مخكد الجائخة . X ك 

 كىؾ السظمؾب إثباتو  
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 نُمبط يستوى اندائرح  1َتيجخ  
عؽ مخكد مزمع ىشجسي زكجي   Xفي مدتؾى تبعج مدافة    S* لأي نقظة  

يكؾف مجسؾع مخبعات أبعاد ىحه   nكعجد أضلاعو     Lمشتغؼ طؾؿ ضمعو  
    الشقظة عؽ رؤكس ىحا السزمع  

      *     (  
 

 
            

   

 
  )
 

 + 

 
 * البخىاف : 

 نجج أف :    Fig (B)بالشغخ في  

مؽ الدكايا قيسة كل مشيا    nأقظار السزمع تقدؼ مخكد لسزمع إلي   -
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ليكؾف عسؾدي عمي     NM  فإذا أسقط العسؾد    Δ  AMBفي السثمث   -
AB   فإف العسؾد يقدؼ السثمثΔ  AMB    . إلي مثمثيؽ مشظبقيؽ 

            
   

 
 

  (  )    (  )      [(  )   (  ) ]         ( ) 

  (  )    (  )      [(  )   (  ) ]          ( ) 

  (  )    (  )      [(  )    (  ) ]          ( ) 

 (  يكؾف :3(  ك  )2(  ك  )1بجسع  )

   =عؽ رؤكس السزمع    S   مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة

 [ (  )   (  ) ]   

 [ (  )  (  ) ]   

  *   (
 

 
         

   

 
)
 

+ 

 ىي عجد أضلاع السزمع الدكجي  n      حيث

 ،X     ىي بعج الشقظةS  .عؽ مخكد السزمع 

 ،L     .ىؾ طؾؿ ضمع السزمع 
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 2  َتيجخ
* لأى نقظة فى الفخاغ عمى بعج ثابت مؽ مخكد كخة يكؾف مجسؾع مخبعي بعجي 

  =الشقظة عؽ طخفي أي قظخ في الكخة  

     (       )    مقجار  ثابت   
 حيث : 

R   . ىي نرف قظخ الكخة 

,  X   . ىي بعج الشقظة عؽ مخكد الكخة 

 

            
               
 ثلاث نقط       ←

 ىؼ في مدتؾى كاحج .   
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 3  َتيجخ
ضعف مخبع   في أي مثمث يكؾف مجسؾع مخبعي ضمعيؽ متجاكريؽ فيو 

 . نرف مخبع الزمع الثالث    +الستؾسط السذتخؾ مع الزمعيؽ في الخأس  
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 دوائر الدضهع َظريخ
 *  في أي مزمع ىشجسي مشتغؼ يكؾف : 

 ( )           
   

 
     

مداحة الجائخة الخارجية
مداحة الجائخة الجاخلية

      

( )          
   

 
     

محيط الجائخة الخارجية
محيط الجائخة الجاخلية

     

 ىي عجد أضلاع السزمع .   Nحيث  

 
 *  السعظيات : 

 A B C D E F   مزمع ىشجسي مشتغؼ عجد أضلاعوN    كمخكدةM  
 كىؾ أيزاً مخكد دائختاه الجاخمية كالخارجية . 
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 * السظمؾب : 

 .(  فى مشظؾؽ الشغخية 1ك )(  2إثبات بشج   )

 *  العسل : 

 .           ندقط العسؾد   -

 . A  ك  B ك  C ك   Dك  E ك  F بكل مؽ      M  نرل  -

 *  البخىاف : 

في السزمع اليشجسي السشتغؼ يكؾف جسيع السدتكيسات الؾاصمة بيؽ السخكد   -
كرؤكس السزمع تكؾف متداكية كأف كل مشيؼ يقدؼ زاكية الخأس إلي نرفيؽ 

 متداكييؽ . 

كأف الأعسجة الداقظة مؽ مخكد السزمع السشتغؼ عمي أضلاع السزمع جسيعيا   -
 متداكية ك تشرف الاضلاع . 

السثمثات التي قاعجة كل مشيا ضمع مؽ أضلاع السزمع كرؤسيا      كسا أف جسيع  -
 ىؾ مخكد السزمع تكؾف متداكية الداقيؽ كجسيعيا متظابقة . 

- MA    . ىؾ نرف قظخ الجائخة الخارجية 

- MS    . ىؾ نرف قظخ الجائخة الجاخمية 

-  AS    إلى نرفيؽ متداكييؽ .          يقدؼ الداكية 
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  (    ) 

  (    ) 
 

    
(    ) 

(    ) 
           

   

 
 وهه السطلهب أولا                

 * بالسثل : 

   
محيط الجائخة الخارجية
محيط الجائخة الجاخلية

 

   
   (  )

   (  )
     

(  )

(  )
    

      
   

 
 

 كىؾ السظمؾب ثانياً . 
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 َتيجخ
   : في أي ىخـ قاعجتو مزمع ىشجسي مشتغؼ يكؾف 

   
حجم السخخوط الخارجي للهخم
حجم السخخوط الجاخلي للهخم

 

         
   

 
 

  .ىي عجد أضلاع قاعجة اليخـ  nحيث 

 
 :  * السعظيات
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M . A B C D E F     ىخـ قاعجة مزمع ىشجسي مشتغؼ عجد أضلاعوn  
 .  X  كارتفاعو 

 * السظمؾب : 

  .إيجاد الشدبة بيؽ حجؼ السخخكط الخارجي إلي حجؼ السخخكط الجاخمي لميخـ 

 * البخىاف :  

  القاعجة الخارجية      
 

  القاعجة  الجاحلية      
 

       
حجم السخخوط الخارجي
حجم السخخوط الجاخلي

 

مداحة قاعجة السخخوط الخارجي
مداحة قاعجة السخخوط الجاخلي

      

 لكؽ قاعجتا السخخكطاف ىسا دائختاف لسزمع ىشجسي مشتغؼ ىؾ قاعجة اليخـ . 

      
   

 
       

حجم السخخوط الخارجي
حجم السخخوط الجاخلي

      

 كىؾ السظمؾب . 
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203 

   

 انـجـبة  انـثـبنـث
 َـظـريـبد  انـجـبحـث عـبعـف  شـكـشـك

 

    
 

 
 نبذة عن الباحث

ولد عاطف شكشك بمحافظة القليوبية بجمهورية مصر العربية وىو والد  
والباحثة ىدى شكشك ودرس المراحل  كل من الباحث أحمد شكشك

حق بكلية العلوم تلاالابتدائية والاعدادية والثانوية بالمدارس الحكومية المصرية ثم 
ثم تتالت   2042فبراير عام  22  فيقسم كيمياء وقد وضع أول نظرية لو 

ختراع عدد من و قد فام با نظرية   42  النظريات حتى وصل عددىا إلى
الاجهزة منها جهاز لإنتاج الكربون الزرى وبوتاجاز يعمل بالماء بدل من الغاز 

تيلين يوماكينة لحام للمعادن تعمل أيضا بالماء بدل من لحام الاكسجين والاس
 .   وغيره من الاختراعات 
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 َظريخ شكشك نهدوائر الدتًبسخ
تساس مؽ    RA  ,  RB   ,  RC * إذا تساست ثلاث دكائخ ذات أنراؼ أقظار 

 فإف السداحة السحرؾرة بيشيؼ تداكى   ، الخارج مثشى مثشى

  √               
  (    

        
        

     )

   
 

Where :  

                  

                

 A ,  B  , C  ىؼ زكايا رؤكس السثمث السكؾف مؽ تؾصيل مخاكد الثلاث لمجكائخ 

Where  :  

          
     

  √              
(        )  (        )

         

          
     

  √              
(         )  (         )

        

          
     

  √              
(         )  (         )
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 * السعظيات : 
A ,  B , C       ثلاث دكائخ متساسة مؽ الخارج مثشى مثشى في نقاط تساسX 
, Y  , Z       كذات أنراؼ أقظارىؼ عمي التختيبRA  ,  RB  ,  RC   . 

 * السظمؾب : 
 إيجاد قيسة السداحة السغممة السحرؾرة بيؽ الثلاث دكائخ . 

 * العسل : 
 ,  θAكزكايا ركسو ىي      A B Cنرل مخاكد الثلاث دكائخ فيتكؾف السثمث   

θB  ,    θC . 
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 * البخىاف : 
 مؽ مبجأ أف السدتكيؼ الؾاصل بيؽ مخكدي دائختيؽ متساستيؽ يسخ بشقظة التساس. 

 . Δ  ABC     تقع عمي أضلاع السثمث   X  , Y  ,     Zكل مؽ الشقاط     

                ⁄  (         )  (         )         

                 
   (         )

(       )  (        )
                 ( ) 

but       Δ  ABC  area    

  √    [     (         ) ] [     (         ) ] 

√[      (         ) ] 

Were  :         S  =  (  RA  +  RB  +  RC ) 

                  Δ  ABC  area    

   √    [ (              )   (         ) ] 

√  [ (          )    (       ) ] 

√  [ (          )    (       ) ]      

                    √                          ( ) 

 :  يكؾف    (1) بالتعؾيض في معادلة 

                 
  √              

(       ) (       )
 

                    
  √              

 (       ) (       )
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  √              

 (     )  (     )
 

             
     

  √              
(       )  (       )

 

                   
     

  √             
(       )  (       )

 

              
     

  √              
(       )  (       )

 

القظاع    B  في الجائخة   Aىؾ القظاع    AXZ  القظاع  A في الجائخة  
BXY  ىؾ القظاع   B    في الجائخة C   القظاع   CYZ    ىؾ القظاع   C . 

         
    

       
   

 

         
    

       
   

 

         
    

       
   

 

Summation of                             

   
   (   

         
        

      )

   
                    ( ) 

but   shade area   =   Δ  ABC  –  N              …………. (4) 

 ( يكؾف : 4(  في )3( ، )2بالتعؾيض مؽ )

  Shade area     
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  √                     
   (   

           
         

      )

   
 

                                  كىؾ السظمؾب إثباتو
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 حبنخ خبصخ
* إذا تساست ثلاثة دكائخ متظابقة تساس مؽ الخارج مثشى مثشى فإف مداحة  

 2نق     S     السشظقة السحرؾرة بيشيؼ
 0.160622237         ىؾ ثابت شكذػ  Sحيث    

  

 

 * السعظيات : 
L  ,   M ,  N     ثلاث دكائخ متظابقة متساسة مؽ الخارج مثشى مثشى في الشقاط
A  ,  B  ,  C    كيحرخاف بيشيؼ السشظقة السغممة   Z   . 
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 * السظمؾب : 
        السغممة   Z   إثبات أف مداحة السشظقة

  2نق    

   ىؾ ثابت شكذػ   S  حيث

    0 . 1 6 0 6 2 2 2 3 7 

 * العسل : 
 . LMN     فيتكؾف السثمث      NL   ,  MN   ,   LMنرل كل مؽ   

 * البخىاف : 

      =نق  بفخض 

-    LM  . كاصل بيؽ مخكدى دائختيؽ متساستيؽ مؽ الخارج 

   LM    يسخ بشقظة التساس  A . 

 .   Bيسخ بشقظة التساس    MNبالسثل    -

 . C  يسخ بشقظة التساس    NLبالسثل    -

 . 2R     =متداكى الأضلاع كطؾؿ كل ضمع     LMN  أي أف السثمث

 ككل مؽ الدكايا : 
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     LACمداحة القظاع الجائخى   -

          
  

   
       

 

 
       

             مداحة -

    ⁄                    

          
√ 

 
         √        

مداحة   LMN  –  3مداحة السثمث   Z  =مداحة السشظقة السغممة     
  LAC   = القظاع الجائخى 

   √           (    ⁄      ) 

   √           ⁄      
  

    (  √        ⁄    )   
  

   (                             )     

=   0.160622237   R
2
   =   S R

2
  

 0.160622237   =   ىؾ ثابت شكذػ  S  حيث

                                                                                                 

                             كىؾ السظمؾب إثباتو
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 نكرح انركُيخ لذرو ثلاثي يُتظىاَظريخ 

   R   ىؾ  L  * نرف قظخ الكخة الخكشية ليخـ ثلاثي مشتغؼ طؾؿ حخفو 
 حيث : 

           ( 
 

     √ 
 )       

 * تسييج : 

ىي الكخة التي يسذ سظحيا أكجو اليخـ :  الكخة السخكدية ليخـ ثلاثي مشتغؼ -
 الأربعة كيكؾف مخكدىا ىؾ مخكد اليخـ . 

ىي الكخة التي يسذ سظحيا ثلاث أكجو لميخـ :  الكخة الخكشية ليخـ ثلاثي مشتغؼ -
 متقاطعة في نقظة كيسذ سظح الكخة السخكدية لميخـ مؽ الخارج . 
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 * السعظيات : 
ABCD   ، ىخـ ثلاثي مشتغؼM     كخة مخكدية لو تسذ أكجو الأربعة في

كتسذ ثلاثة أكجو في   A  كخة ركشية لميخـ عشج الخأس        ̅    ̿           
̅̅        ̿ في      ADC ,    ACB ,   ABD  اليخـ ىؾ   عمي التختيب      ̅

 مؽ الخارج .    Yفي   M  كسا تسذ الكخة السخكدية  
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 * السظمؾب : 
 إثبات أف : 

      (  
 

   √ 
  )      

 . ىي طؾؿ حخؼ اليخـ   Lك    ىي نرف قظخ الكخة الخكشية لميخـ  Rحيث:  

 * العسل : 
 . Z  في     BCDيكؾف عسؾدي عمى القاعجة     AZ  ندقط العسؾد  -

 . MA ,    NA نرل كل مؽ   -

 . E  فيقابمو في   CD  عمي    AEندقط العسؾد   -

 .   BEنرل   -

  , ADC مخكد الكخة السخكدية بشقاط تساس سظحيا مع الأكجو    Mنرل  -
ACB  ,   ABD     عمي التختيب .        ̅    ̿ كىؼ 

 ,  ADC بشقاط تساس سظحيا مع الأكجو   Nنرل مخكد الكخة الخكشية   -
ACB  ,  ABD    عمي التختيب .        ̅   ̿̿̿    كىؼ 

 * البخىاف : 
 - Δ Δ Δ     ̿          ̅                فييسا :  

          ̅       ̿ 

                     ̅           ̿  
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  ضلع مذتخك                       

 :  متظابقة    Δ Δ Δ  الثلاث     

                      ̅              ̿  

   NA     يسيل عمي الثلاث مدتؾيات الستلاقية فيA    . بشفذ زاكية السيل 

يسكؽ إثبات أف            ̅      ̿   بالسثل مؽ تظابق السثمثات   -
AM     يسيل عمى الثلاث مدتؾيات الستقاطعة في  A  . بشفذ زاكية السيل 

يلاقي قاعجة اليخـ عشج نقظة تلاقي  AZ أيزا ارتفاع اليخـ الحي ىؾ  -
كيكؾف عسؾدي عمييا كىؾ يقدؼ أي متؾسط في    BCDمتؾسظات القاعجة   

 ,  Δ Δ Δ   AZBمؽ ناحية الخأس معشى ذلػ أف    2 : 1   بشدبة القاعجة
AZC  ,  AZD    يكؾف فييؼ 

ZB  =  ZC  =  ZD    , 

AB  =  AC  =  AD   , 

AZ مذتخؾ              

 يشظبق السثمثات كيشتج أف :    

                             

لميخـ بشفذ   Aيسيل عمي الثلاث مدتؾيات الستقاطعة في الشقظة     AZأي أف 
 زاكية السيل . 

لا يؾجج غيخ  مدتكيؼ كاحج بحيث يسيل عمي ثلاث مدتؾيات متقاطعة في    
 نقظة ماراً بيحه الشقظة كيسيل عل كل مشيؼ بشفذ زاكية السيل . 
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 يشظبقؾا عمي بعض .    AN  ,    AM ,  AZ  كل مؽ    

 يكؾنؾا عمي استقامة كاحجة .  A   , N  ,  M  ,     Zكل مؽ الشقاط       

.   كسا أنو بشفذ الظخيقة يسكؽ AZ  تشتسي إلي ارتفاع اليخـ     Mأي أف  
 تشتسي إلي باقي الارتفاعات .    Mإثبات أف  

 الارتفاعات لميخـ الثلاثي السشتغؼ تتلاقي في نقظة كاحجة ىي  مخكد اليخـ .    

   M   . ىي مخكد اليخـ كالكخة السخكدية في نفذ الؾقت 

     M  مؽ ناحية الخأس .   0:  3  تقدؼ أي ارتفاع لميخـ بشدبة 

 ك    ACDعمي السدتؾى     AMىؾ مدقط     ALمؽ السعمؾـ أف    -

   KN       عسؾدي عمي السدتؾىACD     كحيث  N   تشتسي إلي  AM . 

   K      تقع عمي  AL . 

    KN // LMفي مدتؾى كاحج كفييسا     Δ Δ AKN   ,  ALMكل مؽ     

 متذابياف .  Δ Δ AKN     ,     ALM أي أف  

 :   نجج أف   EBCΔ * في السثمث  

(    )      (    )     (    )          ( 
 

 
   )
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                  √  
 

 
          

          
 

 
     √  

 

 
          

 

√ 
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√ 
        

 نجج أف  :    Zالقائؼ الداكية في   Δ   AZB* في  

  (    )      (    )      (    )            
 

 
        

      (  )      
 

 
        

           √  
 

 
     إرتفاع  الهخم       

مؽ ناحية    1:  3 مؽ السعخكؼ أنسخكد اليخـ الثلاثي يقدؼ ارتفاعو بشدبة   -

 الخأس . 

       (    )       
 

 
  (    )         

 

 
    

√ 

√ 
     

              (    )       
√ 

  √ 
                      ( ) 

      (    )        
 

 
  √  

 

 
           

     
 

  √  √ 
   √  

 

 
        

     (    )      (    )      
 

  √ 
                    ( ) 
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   (  )                    

  
√ 

 √ 
             

        
√ 

 √  
       

 

 √ 
          

   
 

 √ 
       

 

 √ 
          

   
(   )

 √ 
          

 

 √ 
        

               
 

√ 
                         ( ) 

 Δ Δ    ANK   ,   ALM   * مؽ تذابو

     
  

  
      

  

  
 

    
 

 

 √ 

     

  √    

√ 

√    

 √ 

   

    
 √    

 
     

 √         √    

 √   
 

 كاخترار الظخؼ الأيسؽ يشتج أف :   L بزخب طخفي السعادلة في 

 √          
√       √      

 √ 
    

    
√   

 √ 
       

 √    

 √ 
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    √         
 

√ 
        

    √             
 

√ 
    

    (  √    )       
 

√ 
 

          
 

√  (  √    )
     

 

   √ 
 

             ( 
 

   √ 
 )      

كىؾ السظمؾب إثباتو                                   
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 لمجسًبد الدتكبفئخَظريخ ا
* جسيع  القظع السدتكيسة الستداكية في الظؾؿ كالسيل كالقاطعة لقظعة مدتؾية   

 تكؾف أطخافيا مع محيط القظعة السدتؾية مجدسات متكافئة . 

 * بريغة أخخى : 

القظعة السدتكيسة ذات السيل الثابت كالقاطعة لقظعة مدتؾية تكؾف أطخافيا مع 
محيط القظعة السدتؾية مجدؼ ثابت الحجؼ لأي نقظة تقاطع عمي القظعة 

 السدتكيسة أك عمي القظعة السدتؾية . 
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 * السعظيات : 
ثلاث قظع مدتكيسة متداكية الظؾؿ كالسيل عمي القظعة    ̅   ̅     ̅  

 .  عمي التختيب   L   , M  , Nكيقظعؾىا في    ABCDEالسدتؾية 

 * السظمؾب : 
إثبات أف السجدسات الثلاثة الشاتجة مؽ كل طخفي قظعة مدتكيسة كرؤكس القظعة 

 تكؾف جسيعيا متكافئة في الحجؼ .    A B C D Eالسدتؾية   

 * العسل : 
ثؼ نسجه عمي   S  عمي القظعة السدتؾية ليلاقييا في   X Sندقط العسؾد  -

 استقامتو . 

ثؼ نسجه عمي   ̅   عمي القظعة السدتؾية ليلاقييا في  ̅    ندقط العسؾد -
 استقامتو . 

ثؼ نسجه عمي   ̿ عمي القظعة السدتؾية ليلاقييا في    ̿  ندقط العسؾد   -
 استقامتو . 

 W في   SXكيلاقي امتجاد     LSيؾازي       ̅ السدتكيؼ     ̅ نخسؼ مؽ   -

 . 

 .  ̅  في     ̅ كيلاقي امتجاد    ̅  يؾازي    ̅ ̅ السدتكيؼ    ̅ نخسؼ مؽ  -

  .  ̿ في      ̿ كيلاقي امتجاد     ̿  يؾازي     ̿ ̅   السدتكيؼ  ̅ نخسؼ مؽ  -
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ىؾ مدقط   ̅   عمى القظعة السدتؾية فيكؾف     ̅   ̅   ندقط العسؾداف  -
 .   M   عمي القاعجة السدتؾية كيسخ بشقظة التقاطع  ̅  

 * البخىاف : 
 ،             ىؾ ارتفاع اليخـ    ̅    -

 .         ̅    ىؾ ارتفاع اليخـ    ̅ 

 حجؼ اليخـ      
 

 
 (       )    ̅             

 ،  حجؼ اليخـ   
 

 
 (       )   ̅      ̅       

  ̅               حجؼ السجدػؼ  

   
 

 
  (   ̅   ̅  )   (       )         ( ) 

 مدتكيساف متقاطعاف     ̅    ̅      * 

 تقع في نفذ السدتؾى     ̅ يسخ بيسا مدتؾى كاحج كتكؾف      

   ̅    ̅    ̅    تقع في نفذ السدتؾى أي أف كل مؽ الشقاط    ̅ ̅       
 تقع جسيعاً في مدتؾى كاحج . 

̅̅  ̅ كلكؽ كل مؽ    ̅̅  . A B C D E  عسؾديؽ عمى السدتؾى      ̅   

      ̅ ̅      ̅ 

But   ,       ̅  ⁄  ⁄  معظي      ̅ ̅ 

 متؾازي أضلاع   ̅  ̅  ̅       الذكل   

       ̅     ̅ ̅ 
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 ( يكؾف : 1بالتعؾيض في معادلة )

     حجؼ السجدؼ

 
  (       )    ̅                  ̅ 

 بشفذ الظخيقة الدابقة يسكؽ إثبات أف :

      حجؼ السجدؼ

 
 (     )                      ̅ 

      ، حجؼ السجدؼ 
 

 
 (     )    ̿             ̅ 

        ̿                        ̅ 

 زكايا ميل متداكية

⁄  ̅       كلكؽ   ⁄          ̅ ̅     ̅         ̅ ̿     ̿  

          ̅           ̅ ̅           ̿ ̅  

 ̿ ̅            ̅ ̅            ̅       في السثمثات  

 فييؼ الثلاث زكايا الستشاعخة متداكية 

̅    أيزا فييؼ              ̅          ̅ 

 يشظبق الثلاث مثمثات كيشتج أف :  

       ̅      ̿ 

 ̅            حجؼ السجدؼ    

 ̅            حجؼ السجدؼ  

 ̅         حجؼ السجدؼ  

 كىؾ السظمؾب إثباتو 
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230 

   

 كور الدستويبد الدتعبيدح َظريخ
* إذا تعامج كتقاطع ثلاث مدتؾيات في نقظة فإف جسيع الكؾر الستساسة مثشى 
مثشى مؽ الخارج بحيث كل كخة يسذ سظحيا السدتؾيات الثلاث الستعامجة كفي 
نفذ الؾقت تسذ سظحي الكختيؽ الدابقة كالتالية ليا. فإذا افتخضشا الكخة 

 فإف :   Rكنرف قظخىا    Mالأساسية  

            ( 
√   

√   
 )

 

                              ( 
√   

√   
 )

 

   

 حيث : 

Rn  ىي نرف قظخ الكخة رقؼn  في الاتجاه السعاكذ لاتجاه نقظة تقاطع
 .السدتؾيات 

 ،R-n   ىؾ نرف قظخ الكخة رقؼ–n   أي في اتجاه نقظة تقاطع الثلاث
 مدتؾيات. 



  

231 

   

 



  

232 
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 تؾضح أف :    Fig    ,  (C) Fig(B)   في 

M    . الكخة باعتبارىا الأساسية 

M1    . الكخة الأكلي في الدمدمة التراعجية 

M2    . الكخة الثانية في الدمدمة التراعجية 

M3    الكخة رقؼn    . في الدمدمة لتراعجية 

M-1    . الكخة الأكلي في الدمدمة التشازلية 

M-2    . الكخة الثانية في الدمدمة التشازلية 

  M-n  الكخة رقؼ n    . في الدمدمة التشازلية 

  R   نرف قظخ الكخة الأساسية M . 

R1    . نرف قظخ الكخة الأكلي التراعجية 

  R2  . نرف قظخ الكخة الثانية التراعجية 

Rn    نرف قظخ الكخة رقؼn    . التراعجية 

  R-1  . نرف قظخ الكخة الأكلي التشازلية 

R-2   . نرف قظخ الكخة الثانية التشازلية 

  R-n  نرف قظخ الكخة رقؼN    . التشازلية 

n    . ىؾ رقؼ تدمدل الكخة التراعجي أك التشازلي ما بعج الكخة الأساسية 
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لكؾر السدتؾيات الستقاطعة كىؾ خط  ىؾ عبارة عؽ خط شكذػ    Flg(C)  في  
 تؾضيحي لمكؾر الستساسة كأنراؼ أقظارىا . 

 * تؾضيح : 

 إذا تقاطع ثلاث مدتؾيات في نقظة فإنو :  -

لا يؾجج غيخ مدتكيؼ كاحج ماراً بيحه الشقظة بحيث يرشع مؽ الثلاث مدتؾيات  -0

 نفذ زاكية السيل )في حالة السدتؾيات الستعامجة السيل   

 √ 
    ) 

لا يؾجج غيخ مدتكيؼ كاحج ماراً بيحه الشقظة بحيث يرشع مع خظؾط تقاطع  -2

  السدتؾيات نفذ زكايا السيل )في حالة السدتؾيات الستعامجة السيل   
√ 

 
    )

. 

إذا قظع مدتكيؼ مدتؾى فإف جسيع الأعسجة الداقظة مؽ نقاط تشتسي إلي  -
 السدتكيؼ عمي السدتؾى، تقع جسيعيا عي مدقط السدتكيؼ عمي السدتؾى . 

كخة السكعب ىي الكخة الجاخمية لمسكعب بحيث يسذ سظحيا جسيع أكجو السكعب  -
 . 

 كجو . كخة السكعب يسذ سظحيا جسيع أكجو السكعب في مخاكد الأ  -

الكخة الخكشية لسكعب: ىي كخة في ركؽ السكعب بحيث يسذ سظح الكخة مؽ  -
الخارج محيط كخة السكعب كفي نفذ الؾقت يسذ ثلاث أكجو متقاطعة مؽ السكعب 

 في نقظة كاحجة . 

 * السعظيات : 
 :  Fig(A)   في
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ىي الكخة الجاخمية   M      . Lمكعب طؾؿ ضمعو    ̅  ̅  ̅  ̅         
   Sفي      A B C Dكتسذ كجو السكعب      =  Rلمسكعب نرف قظخىا  

ىي الكخة الخكشية لمسكعب    M-1،   الكخة      Xفي      ̅  ̅     كالؾجو   
   ̅  في    ̅  ̅  ̅  ̅ كالؾجو      ̅ في     ̅  ̅     بحيث تسذ الؾجو   

 . R-1 كنرف قظخىا ىؾ   

 :  Fig(B)   في

U , V ,   W    ثلاث مدتؾيات متعامجة عمي بعض كمتقاطعة في الشقظةO   ، 

  Mn .... ، ،  M2 ،M1    ،M   ،M-1    ،M-2    ، .... ،M-n    ىؼ
مجسؾعة مؽ الكؾر الستساسة مثشى مثشى مؽ الخارج كيسذ كل مشيؼ الثلاث 

  كأنراؼ أقظار الكؾر ىي  M  مدتؾيات حيث أف الكخة الأساسية فييؼ ىي   

Rn    ، .... ،R2   ،R1  ،R  ،R-1  ،R-2  ،....  ،R-n   . 

   :  Fig(C)في    -

   Mىؾ شكل تؾضيحي يؾضح تدمدل الكخة الستساسة بالشدبة لمكخة الأساسية  

تسثل الدمدمة التراعجية الحي يديج    M1  , M2  , .... , Mnحيث لمكؾر  

تسثل الدمدمة التشازلية    M-1   M-2  ,  ...,     M-n  ,      فييا أحجاـ الكؾر
 التي تقل فييا أحجاـ الكؾر الستجية نحؾ نقظة تقاطع الثلاث مدتؾيات . 

 إثبات أف :            :* السظمؾب 

             ( 
√   

√   
 )

 

                            (  
√   

√   
 )
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 * العسل : 
 نرل كل مؽ :  -

    ̅       ̅      ̅                      

 ̅ ̅      ̅  ̅     ̅ ̅      ̅ ̅      ̅ ̅     ̅ ̅    

 ̅  
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 * البخىاف : 
 :   كالآتي   R-1كىؾ    M-1  نؾجج نرف قظخ الكخة الخكشية     أكلاً :

 نجج أف :    Fig (A)بالشغخ في   

     ̅  ̅   قظخ في السكعب كنجج أنو يسيل عمي الؾجو    ̅  السدتكيؼ    -
 حيث :   θبداكية  

           
  

 ̅ 
     

 

√   
     

 

√ 
             ( ) 

   ̅  ̅     ،    ̅  ̅  ̅  ̅ يسيل عمي الؾجييؽ    ̅  بالسثل يسكؽ إثبات أف  
 بشفذ زاكية السيل . 

 بداكية بحيث عميا يداكى    ̅  ̅       يسيل عمي الؾجو      ̅ أيزاً   -

الظل             
 ̅ 
       

     

    √   
   

 

√ 
             ( )   

 ،   ̅  ̅  ̅  ̅ يسيل عمي كل مؽ الؾجييؽ     ̅   أفكبالسثل يسكؽ إثبات 

 بشفذ زاكية السيل الحي عميا        ̅  ̅   

√ 
    

 .  يشظبقاف عمي بعض     ̅   ,    ̅  كل مؽ     

كيكؾف مخكد الكخة       ̅ يقع عمي قظخ السكعب     Mمخكد كخة السكعب     
M    . ىؾ نفدو مخكد السكعب 

   ̅ بداكية عميا       ̅  ̅    يسيل عمي الؾجو         ̅   أيزاً  -

 ̅ ̅
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   ̅ بداكية عميا    ̅  ̅  ̅  ̅  يسيل عمي الؾجو           ̅ أيزاً   -

 ̅ ̅
    

   ̅ عميا    بداكية     ̅  ̅   يسيل عمي الؾجو       ̅    أيزا ً   -

 ̅ ̅
    

 كلكؽ : 

 ̅         ̅        ̅    

̅ ̅   ،  أيزا   M-1أنراؼ أقظار الكخة الخكشية       ̅ ̅ مساسات    ̅ ̅    
 مؽ نقظة كاحجة .  M-1  لمكخة الخكشية  

 عمى الثلاث أكجو متداكية .       ̅ زكايا ميل     

 .   ̅   يشظبق أيزا عمي القظخ        ̅     

 تقع عمي استقامة كاحجة .     ̅               كل مؽ الشقاط      

تقع    M-n*  بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف جسيع مخاكد الكؾر الخكشية إلي   
 عمي استقامة كاججة مع مخكد كخة السكعب التي ىي مخكد السكعب . 

   ̅  ̅   السدتؾى       *  

 . ̅        ىؾ السدتكيؼ    ̅  ̅     عمي الؾجو       ̅  مدقط القظخ        

  يكؾف الأعسجة الداقظة مشيا عمي السدتؾى    B  ,  M  , M-1الشقاط      

  ̅        تقع مداقظيا عمي السدتكيؼ        ̅  ̅   

 تكؾف عمي استقامة كاحجة .             ̅    ̅  كل مؽ الشقاط          

           

          ⁄      
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 (قطخ وجه  في  مكعب)                                √      ̅ 

 (قطخ مكعب)                 √      ̅ 
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 فييسا :       ̅          ̅    ̅ * في السثمثاف   

   ̅           ̅ ̅            
  

 مذتخكة         ̅    كسا أف   

 الثلاث زكايا في السثمثاف متداكية.    

 السثمثاف متذابياف.     

         
    ̅

  
            

    ̅

  ̅
 

         
   
 
           

  ̅     (   ⁄     ̅    
  
 ⁄             )

  ̅
 

        

√        
√    
 
       ⁄           

√    
 

   

 √        √               
 

√   
 

       
   
 
          

√                 

 √    
 

 يكؾف :  L    بزخب طخفي السعادلة في

                 
(√   )           

  √ 
 

          √           (√   )           

        √                   (√   )    
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              (√    )      (√   )    

                
  
 ⁄      ( 

√   

√   
 هحا للسكعب     ( 

        ⁄  ولكن                

                    (
√   

√   
 )                 ( ) 

لمسكعب فإف الكخة      M-1ك الكخة الخكشية    M  * ككسا رئيتا في الكخة السخكدية   
M-2      ىي تعتبخ كخة ركشية لمكخةM-1   . كبشاء عميو 

                 ( 
√   

√   
 )    

        ( 
√   

√   
 )  ( 

√   

√   
 ) 

                  ( 
√   

√   
 )

 

                     ( )     

 (   ندتشتج أف :2( ك )1مؽ   )

                                    ( 
√     

√     
 )
 

                       ( )                             

كسا ىؾ  M1  تعتبخ كخة ركشية بالشدبة لمكخة      M* أيزاً الكخة الأساسية   
  Fig(B)  كاضح في 

 ( نجج أف : 1بتظبيق القانؾف كسا في السعادلة )  
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                   ( 
√   

√   
 ) 

                 ( 
√   

√   
 )            ( ) 

 . M2    تعتبخ كخة ركشية لمكخة      M1بالسثل  

                   ( 
√   

√   
 )     

     (
√   

√   
) (
√   

√   
) 

               ( 
√   

√   
 )

 

           ( ) 

 (  ندتشتج أف : 4(  ك  )3مؽ  )

                                   ( 
√       

√       
 )
 

                             

                              كىؾ السظمؾب إثباتو ثانيا         
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 تشبثه الأهرايبد َظريخ

* ) في أي ىخـ ثلاثي مشتغؼ أك غيخ مشتغؼ، إذا كصمت نقاط تقاطع 

متؾسظات أكجيو يشتج ىخـ يذابو اليخـ الأصمي كيداكى   
 

  
مؽ    

   حجؼ اليخـ الأصمي( 

 * تعخيفات : 

لأي ىخميؽ ىشجسييؽ مشتغسيؽ أك غيخ مشتغسيؽ، إذا تشاسبت أحخؼ اليخـ  -
 الأكؿ مع الأحخؼ السشاعخة ليا في اليخـ الآخخ، كاف اليخماف متذابياف. 

       ̅  مجدسيؽ( متذابياف ليسا حخفاف متشاعخاف   في أي شكميؽ فخاغيؽ ) -

يكؾف الشدبة بيؽ حجسييسا كالشدبة  بيؽ مكعبي حخفييسا   
  

  ̅ 
     . 
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 * السعظيات : 
  A B C D      ، ىخـ ثلاثي ناتج مؽ تؾصيل  نقاط    ̅  ̅  ̅  ̅ ىخـ ثلاثي

 .A B C D  تقاطع متؾسظات أكجو اليخـ الثلاثي   

 * السظمؾب : 
   27كيداكى       ̅  ̅  ̅  ̅ يذابو اليخـ      A B C Dإثبات أف اليخـ   

 ضعف مشو . 

 * العسل : 
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 AZ   ,   AY   ,   AXنخسؼ الستؾسظات    

 XY   , YZ     ,   XZثؼ نرل   

  BZ  ,  CX  ,  DYثؼ نرل   

 * البخىاف : 
 , AY ,   AZ فييؼ كل مؽ      ABC  ,  ACD ,   ADBفي السثمثات  

AX      ىي نقاط    ̅    ̅    ̅ متؾسظات عمي التختيب كأف كل مؽ الشقاط
عمي التختيػب    AY  ,    AZ ,  AXتقاطع الستؾسظات فيي تقدؼ كل مؽ   

 . A  مؽ جيػة الخأس      2 : 1  بشدبة 

    ̅ ̅ نجج أف كل مؽ        AXY ,     AYZ ,   AZX  في السثمثات  

      , AXY عمي التختيب كل مشيؼ تقدؼ ضمعي السثمثات      ̅ ̅     ̅ ̅ 

AYZ   ,    AZX    2 : 1عمي التختيب بشدبة كاحجة ىي  
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     ̅ ̅      

         ̅ ̅      

        ̅ ̅      

      
 ̅ ̅

  
       

  ̅

  
       

 ̅ ̅

  
     

  ̅

  
      

 ̅ ̅

  
       

  ̅

  
 

      
 ̅ ̅

  
      

 ̅ ̅

  
      

 ̅ ̅

  
     

 

 
     ( ) 

  BCD    بيؽ مشترفي ضمعي السثمث كاصميؽ  Xك   Y  كلكؽ كل مؽ الشقظتيؽ

             
 

 
      

                    
 

 
                 

 

 
    

      
 ̅ ̅

  
      

 ̅ ̅

  
      

 ̅ ̅

  
       

 

 
       

 

 
             ( ) 

 يكؾف :      Δ BZL كبالسثل في   

   
 ̅ ̅

  
        

  ̅

  
       

 

 
 

 DA    الزمعيؽ  كاصل بيؽ مشترفي   LZيكؾف       ACD السثمثكلكؽ في 
, DC 

             ⁄                        
 ̅ ̅

  
    

 

 
  

            
 ̅ ̅

  
     

 

 
                      

 ̅ ̅

  
       

 

 
  

         
 ̅ ̅

  
     

 ̅ ̅

  
     

 ̅ ̅

  
     

 

 
            ( ) 
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From      (2)  ,  (3)  

    
 ̅ ̅

  
    

 ̅ ̅

  
    

 ̅ ̅

  
   
 ̅ ̅

  
   
 ̅ ̅

  
   
 ̅ ̅

  
   
 

 
 

̅̅       , A B C D      كل مؽ اليخميؽأي أف أضلاع  ̅̅  متشاسبة .  ̅  ̅  ̅  
    اليخماف متذابياف        

 كىؾ السظمؾب أكلاً 

 

أضعاؼ اليخـ   3  =  كبسا أف مؽ الشدبة كاضح أف اليخـ الأكبخ طؾؿ ضمعو

الأصغخ كأيزاً مؽ مبجأ أف الشدبة بيؽ حجسي مجدسيؽ متذابييؽ كالشدبة بيؽ 
 مكعبي  أحج أحخفيسا في أحجىسا مع نغيخه في الآخخ. 

  ̅  ̅  ̅  ̅ ضعف حجؼ اليخـ      A B C D   =   27حجؼ اليخـ      

    كىؾ السظمؾب ثانياً                            
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 حمبئك
* إذا تقاطع ثلاث مدتؾيات في نقظة فإنو لا يؾجج غيخ مدتكيؼ كاحج فقط ماراً 

 بيحه الشقظة بحيث يسيل عمي كل مؽ السدتؾيات الثلاثة بشفذ زاكية السيل . 

* إذا تقاطع ثلاث مدتؾيات في نقظة فإنو لا يؾجج غيخ مدتكيؼ كاحج بحيث يسيل 
 عمي الثلاث مدتؾيات بشفذ زكايا السيل ماراً بيحه الشقظة . 

* إذا تقاطع ثلاث مدتكيسات في نقظة فإنو لا يؾجج غيخ مدتكيؼ كاحج بحيث 
 .  يسيل عمي الثلاث مدتكيسات ماراً بيحه الشقظة بشفذ زكايا السيل

* إذا تقاطع ثلاث مدتكيسات في نقظة فإنو لا يؾجج غيخ مدتكيؼ كاحج يسخ بيحه 
 الشقظة بحيث يسيل عمييؼ بشفذ زكايا السيل . 

* إذا تؾازى مدتكيساف متقاطعاف في مدتؾى مدتكيساف متقاطعاف في مدتؾى 
اف آخخ مؾازي للؤكؿ، كانت زاكيتا التقاطع لمسدتكيساف في السدتؾى الأكؿ مداكيت

 لداكيتا التقاطع الستشاعختاف لمسدتكيساف في السدتؾى الثاني . 
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 * تؾضيح:

 *Y  ,  X     ، مدتؾياف متؾازيافL2  , L1      مدتكيساف متقاطعاف في
.   Y مدتكيساف متؾازياف في السدتؾى                   ̅     ̅ السدتؾى   

ككانت     ω  ,  θىسا       L2 , L1 ككانت زاكيتا التقاطع لمسدتكيساف   
مع العمؼ أف      ̅̅̅      ̅ ىسا      ̅      ̅ زاكيتا التقاطع لمسدتكيساف  

     ̅        ,            ̅  
 عشجئح يكؾف :

        ̅                  ̅̅ ̅ 
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 أشعخ الدستويبد الدتوازيخ َظريخ
* ) إذا خخجت مؽ نقظة في الفخاغ عجة أشعة بحيث تقظع عجة مدتؾيات متؾازية 
فإف نقاط تقاطع الأشعة مؽ كل مدتؾى تشذأ أشكاؿ ىشجسية مدتؾية متذابية، 
كفي حالة تكؾف الأشكاؿ اليشجسية السدتؾية السشتغسة الستكؾنة فيكؾف تقع مخاكدىا 

ثمثات عسؾماً فإف نقاط تقاطع جسيعاً عمي استقامة كاحجة ، كفي حالة تكؾف م
 متؾسظاتيا تقع جسيعاً عمي استقامة كاحجة تسخ بشقظة انظلاؽ الأشعة ( . 
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 * السعظيات : 

نقظة في   Xثلاث مدتؾيات متؾازية ،     Fig  L , M , N( A)في    -
⃑⃑⃑⃑  الفخاغ خخجت الأشعة    ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑ ⃑⃑  بحث تقظع الثلاث  ⃑ 

 ثؼ قظعت   ̿   ̿   ̿   ̿   ̿   ̿ في الشقاط     Lمدتؾيات فقظعت السدتؾى  
 في   Nثؼ قظعت السدتؾى     ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ في الشقاط     Mالسدتؾى  

 .    F , E , D , C , B , Aالشقاط 

نقظة فػي   Xثلاث مدتؾيػات متؾازيػة ،     Nك  Mك  Fig    L(B)في    - 
⃑⃑⃑⃑    الفػخاغ خخجت مشيا الأشعة  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑ ⃑⃑  فقظعػت  ⃑ 

 في  Mثؼ قظعت السدتؾى   ̿   ̿   ̿   ̿   ̿   ̿   في الشقاط Lالسدتؾى 
 في الشقاط   N عمي التختيب ثؼ قظعت السدتؾى    ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   الشقاط
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 , A C , B  ,    F , E , D   عمي التختيب .  كسا أف كل مؽ ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  , 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ,  A B C D E F    عبارة عؽ مزمعات سجاسية مشتغسة.    

OX     مدتكيؼ كاصل بيؽ الشقظةX     كمخكد الدجاسيA B C D E F   كىؾ

⃑⃑⃑⃑̅     كيقع عمي الذعاع   Oالشقظة    ⃑     . 

نقظة فػي   Xثلاث مدتؾيػات متؾازيػة  ،     Fig   L , M , N(C)في    -
⃑⃑⃑⃑   الفػخاغ خخجت مشيا الأشعة    ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑    ⃑⃑ ⃑⃑ في الشقاط   Lفقظعػت السدتؾى   ⃑ 

ثؼ قظعت السدتؾى   ̅   ̅   ̅    في الشقاط  Mثؼ قظعت السدتؾى   ̿   ̿   ̿  
N    في الشقاطC , B , A    متؾازية في الثلاث مدتؾيات فتكؾنت ثلاث مثمثات

⃑⃑⃑⃑̅  ثؼ خخج الذعاع      ∆       ,   ∆  ̅ ̅ ̅   ,   ∆  ̿ ̿ ̿   ىؼ  ماراً   ⃑ 
 .   كىؾ السخكد         بسخكد السثمث   

⃑⃑⃑⃑̅  كسا أف الذعاع     Mكقظع السدتؾى    ̿ في الشقظة    Lقظع السدتؾى    ⃑ 
        ̅ في الشقظة 

 * السظمؾب : 

 إثبات أف : 

  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ ك              إثبات أف كل مؽ الأشكاؿ    Fig( A) في  -
 متذابية .   ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿ ك  

إثبات أف مخاكد كل مؽ الاشكاؿ الدجاسية السشتغسة كىي    Fig(B)كفي    -
كاحجة  تقع عمي استقامة  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿ ك   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ ك              

 . 
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 ,         إثبات أف نقاط تقاطع متؾسظات السثمثات  Fig( C)كفي   -
 تقع جسيعيا عمي استقامة كاحجة.     ̿  ̿  ̿   ,   ̅  ̅  ̅ 

 * العسل : 

 .  ̅ ̅   ̅ ̅   ̅ ̅   ك              نرل كل مؽ       Fig(A)  في  -

       ̅ ̅   ̅ ̅   ̅ ̅ ك            نرل كػل مؽ    Fig  (B)  في  -
 . ̅ فتتػلاقي في  

ثؼ  Z  في   AC كنسجه حتى يلاقي    BOنرل كل مؽ     Fig(C)  في  -
 كنسجه ليلاقي     COكنرل    Yفي    BCكنسجه حتى يلاقي    AOترل 

AB   فيR    ثؼ نرل    ̅ في    ̅ ̅ كنسجه حتى يلاقي    ̅ ̅ ثؼ نرل ̅ ̅   
 ̅ في     ̅ ̅ كنسجه ليلاقي     ̅ ̅ ثؼ نرل   . ̅ في     ̅ ̅ كنسجه حتى يلاقي  

 . 

 

 * البخىاف : 

كلكشيا   ̅ ̅ لا يتقابل أبجاً مع    AFيكؾف     ∆   FAXفي       Fig(A)  في 
 . XAF يقعاف في مدتؾى كاحج ىؾ مدتؾى السثمث  

      ̅ ̅ 

 بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات  أف : 

   ⁄  ̅ ̅⁄               ̅ ̅              ̅ ̅          ̅ ̅      

     ̅ ̅               ̅ ̅               ̅ ̅         ̅ ̅  
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  ̅ ̅     نجج أف       ∆  XAF   في

    
  

 ̅ ̅
          

  

 ̅ 
            ( ) 

 يكؾف  :    ∆  XABأيزاُ بشفذ الظخيقة في  

 
  

 ̅ ̅
            

  

 ̅ 
            ( ) 

From (1) & (2)   ,     we result that  : 

  

 ̅ ̅
           

  

 ̅ ̅
             ( ) 

 : نجج أف    ∆   XAB  أيزاً مؽ
  

 ̅ ̅
             

  

 ̅ 
           ( ) 

 ̅ ̅            نجج أف     ∆  XBF   في

        
  

   ̅ ̅
         

  

 ̅ 
            ( ) 
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From (4) & (5)     it follows that  : 

  

 ̅ ̅
       

  

 ̅ ̅
           ( ) 

From (3) & (6) we obtain  : 

  

 ̅ ̅
       

  

 ̅ ̅
       

  

 ̅ ̅
 

 تكؾف متشاسبة فيسا متذابياف.    ̅ ̅ ̅     ك         أي أف أضلاع السثمثاف

 بالسثل يسكؽ إثبات أف : 

 ̅ ̅ ̅   يذابو السثمث          السثمث  

 ̅ ̅ ̅   يذابو السثمث          ، السثمث  

  ̅ ̅ ̅   يذابو السثمث          ، السثمث  

    في الزمع         مذتخؾ مع         كلكؽ 

 ̅ ̅  في الزمع     ̅ ̅ ̅   مذتخؾ مع     ̅ ̅ ̅   ك

 يقعاف في مدتؾى كاحج.          ك        كسا أف كل مؽ   -

 يقعاف في مدتؾى كاحج   ̅ ̅ ̅   ك   ̅ ̅ ̅   أيزاً كل مؽ  -

 .متذابياف   ̅ ̅ ̅ ̅ ك       الذكلاف     

إلي       ك       كبشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أنو بإضافة كل مؽ  -
إلي الذكل      ̅ ̅ ̅   ك    ̅ ̅ ̅   كأيزا بإضافة كل مؽ          الذكل 
 ̅ ̅ ̅ ̅  . 

 متذابياف .    ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ ك        كل مؽ الذكلاف    
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    ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ ̅  ,            كل مؽ الأشكاؿ* بشفذ الكيفية يسكؽ إثبات أف 
 تكؾف كميا متذابية.     ̿ ̿ ̿ ̿ ̿ ̿    ,

 كىؾ السظمؾب أكلاً 

فإنيا   ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ عشج تؾصيل أقظار الذكل الدجاسي    Fig( B) * كفي 

⃑⃑⃑⃑̅  تشظبق عمي الذعاع    ̅ كعميشا إثبات أف    ̅ تتلاقي في الشقظة    ⃑ 

 متؾازياف ك   ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ كالذكل           الذكل     

                      ,       ̅ ̅        ̅ ̅ ̅ ̅ ̅ ̅  
 لا يتقابلاف        ,   ̅ ̅    كل مؽ  

   ⃑⃑⃑⃑⃑⃑      ⃑⃑⃑⃑⃑⃑     كاصل بيؽ الذعاعيؽ    ̅    ,

   ⃑⃑⃑⃑⃑⃑      ⃑⃑⃑⃑⃑⃑     كاصل بيؽ الذعاعيؽ   ̅ ̅   ,   

̅ ̅                فيسا في  مدتؾى كاحج               

  ̅ ̅     فيو       Δ XADفي 

            يذابه    ̅ ̅    كل مؽ     

 Δ XADمتؾسط في     XOكلكؽ  

   XO      يشرف الزمع AD  فيO   

   XO     في    ̅ ̅ يشرف الزمعN 

 Nفي    ̅ ̅ يشرف الزمع    XOبالسثل  

 Nفي    ̅ ̅ يشرف الزمع    XOأيزاً  
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̅̅   ̅  ̅   ىي مخكد السدجس  ̅  كلكؽ   ̅  ̅   ̅ ̅  

    N     تشظبق عمي الشقظة ̅  

 XO تقع عمي السدتكيؼ     Nكلكؽ  

 XOتقع عمي السدتكيؼ    ̅          

 . XO تقع عمي السدتكيؼ      ̿ كبالسثل يسكؽ إثبات أف الشقظة  

⃑⃑⃑⃑̅  تقع عمي مدتكيؼ كاحج ىؾ     O ,  ̅  , ̿  كل مؽ الشقاط      أي تقع   ⃑ 
 عمي استقامة كاحجة 

 كىؾ السظمؾب ثانياً .                           

 :  Fig( C)  * في 

 ̅ ̅ ̅        يذابه        

 Δ ABC متؾسط في    AYكلكؽ 

 ̅ ̅ ̅      متؾسط في   ̅ ̅  ، 

 ̅ ̅ ̅      يذابه         

    
  

 ̅ ̅
       

  

 ̅ ̅
           ( ) 

      تقظع الثلاث مدتؾيػات الستؾازية   ̅          كلكؽ كل مؽ الأشعة  
  ̅ ̅ ̅         ,  ̿ ̿ ̿  

            يذابه    ̅  ̅ ̅      
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 ̅ ̅
       

  

 ̅ ̅
             ( ) 

 (  ندتشتج أف : 8) ,( 7مؽ )

     
  

 ̅ ̅
         

  

 ̅ ̅
  

     
  

  
          

 ̅ ̅

 ̅ ̅
         

 

 
 

 بالسثل يسكؽ إثبات أف : 

 ̅ ̅

  
       

 

 
                       

 ̅ ̅

  
       

 

 
 

   ̅ ̅    ̅ ̅    ̅ ̅ قظعت كل مؽ    Oنجج أف الشقظة    ̅ ̅ ̅      أي أنو في
 .  ̅  ̅   ̅     مؽ جية الخؤكس   2 : 1   بشدبة

 .     ̅ ̅ ̅   ىي نقظة تلاقي متؾسظات السثمث    ̅ الشقظة     

ىي نقظة تلاقي متؾسظات السثمث   ̿ بشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف الشقظة  
    ̿ ̿ ̿   . 

تقع             ,     ̅ ̅ ̅     ,   ̿ ̿ ̿   أي أف متؾسظات السثمثات   
⃑⃑⃑⃑  جسيعيا عمي استقامة كاحجة تسخ بشقظة انظلاؽ الأشعة     ⃑      ,    ⃑⃑⃑⃑  ⃑   , 

     ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ . 

 .  كىؾ السظمؾب ثالثاً                                    
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 رثبعيبد ألغبر انشكم انرثبعي َظريخ
*  الذكل الخباعي الشاتج مؽ تؾصيل طخفي قظخ في أي شكل رباعي مع مخكدي 

يكافئ الذكل الخباعي الشاتج مؽ تؾصيل طخفي القظخ الآخخ مع مخكدي مثمثية 

   مثمثيو ككل مشيؼ

 
 .   الذكل الخباعي الأصمي      

 *  تعخيف : 

مثمثى القظخ في أي شكل رباعي ىسا السثمثاف الشاتجاف مؽ الذكل الخباعي نتيجة 
 لتؾصيل ىحا قظخه . 
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 * السعظيات : 

ABCD   ، شكل رباعيAC    كBD     قظخي الذكل الخباعي تقاطعا في X  .
M   ىي مخكد السثمث   ABC ،O        ىي مخكد السثمثADC      ثؼ أفL  

 .  BCDىي مخكد السثمث    ABD      ،Nىي مخكد السثمث   
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 * السظمؾب : 

ككل  DLBN     يكافئ الذكل الخباعي    AMCOإثبات أف الذكل الخباعي  

    مشيؼ يكافئ
 

 .     ABCDالذكل الخباعي    

 * العسل : 

  CZ  ثؼ نرل   L فيسخ بالشقظة   AZ  ثؼ نرل  Z   في  BD  نشرف القظخ
كميؼ عمي    AH  , LG  , CE  , NF،  ثؼ ندقط الأعسجة  N  فيسخ بالشقظة  

DB      فيقظعؾه في الشقاطH , G , E , F   . عمي التختيب 

 * البخىاف : 

 يكؾف :    Δ AZHفي السثمث  

LG  //  AH 

      
  

  
      

  

  
     

 

 
    

          
 

  
              ( ) 

 يكؾف :   Δ CGE* في السثمث   

NF  //  CE 

    
  

  
     

  

  
     

 

 
 

          
 

 
               ( ) 

 ( نجج أف : 1مؽ )
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                         ( ) 

 (  نجج أف : 2بالسثل مؽ )

                 
 

 
                       ( ) 

From (3)  & (4)  ,          we find that  : 

                  
 

 
                          ( ) 

                       
 

 
                  

     
 

 
            

 

 
          

    
 

 
                       ( ) 

                  
 

 
                     ( ) 

From  (6) & (7)  ,          we find  :  

                
 

 
                       ( ) 

   by summation (5) & (8) it follows that  :  

(                 )     

    
 

 
  (                ) 
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                      ( ) 

 

*  by the some method  ,        we can find that  :  

                
 

 
                       (  ) 

From (9) & (10)   ,                 we find that   :  

                             

    
 

 
              

That is the required  

 كىؾ السظمؾب إثباتو                                                              
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 َظريخ رثبعيبد يثهثبد انشكم انرثبعي
* إذا كصمت مخاكد مثمثات أي شكل رباعي مشتغؼ أك غيخ مشتغؼ فيسا بيشيؼ ،   

    أضلاع مداحتوفإنو يتكؾف متؾازي 

   
مؽ مداحة الذكل          

 الخباعي. 

 
 * تعخيف : 

 مثمثات ناتجة مؽ تقاطع قظخي الذكل الخباعي.   4  :  ىيمثمثات الذكل الخباعي 

 * السعظيات : 

A B C N     شكل رباعي غيخ مشتغؼ كصل قظخاهAC  ,  BN    فتقاطعا في 

X      ،           ىيθ   . 
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 ، D2  ىؾ    ACكالقظخ     D1ىؾ     BNكقج اعتبخنا أف القظخ  

E    ىي مخكد السثمثΔ AXN 

,  F  ىي مخكد السثمث   Δ AXB 

,   G ىي مخكد السثمث  Δ BXC 

,  H    ىي مخكد السثمثΔ CXN  

 .  E F G H  فتكؾف الذكل    E , F  , G  , H  ثؼ كصمت الشقاط   

 . Y في   D1قظع القظخ     Z     ،FGفي    D2قظع القظخ   HG  كسا أف  

 * السظمؾب : 

 ىؾ متؾازي أضلاع .      E F G H    ( إثبات أف الذكل 0

 ( أثبات أف : 2

                  
 

   
               

 * العسل : 

 .  M في    FG ليلاقي     HMندقط العسؾد   -

 .   Kفي     D1  كنسجه عمي استقامتو ليقظع القظخ AE نرل   -

 .  L في     D1كنسجه عمي استقامتو ليقظع     AF  نرل  -

 * البخىاف : 

-    AK   متؾسط في السثمثΔ AXN  
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- AL     متؾسط في السثمث Δ AXB  

           
 

 
     

            
 

 
                   ( ) 

 :   نجج أف   Δ AKLفي السثمث   -

    
  

  
       

  

  
       

 

 
 

            

 كبالسثل يسكؽ إثبات أف :  -

       

                        ( ) 

 * كبشفذ الظخيقة يسكؽ إثبات أف : 

                       ( ) 

 فيو كل ضمعاف متقابلاف متؾازياف    EFGH    أي أف الذكل

 ىؾ متؾازي أضلاع      EFGH   الذكل    

 كىؾ السظمؾب أكلًا 

 نجج أف :     Δ AKL    في السثمث -

    
  

  
        

  

  
       

 

 
 

          
 

 
                 ( ) 
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But  : 

        
 

 
                      

 

  
      

               
 

 
      

 :   ( نجج أف4بالتعؾيض في )

                    
 

 
                ( ) 

Also   ,   we  can prove that  :  

            
 

 
                   ( ) 

                   
 

 
                        ( ) 

                                             ( ) 

 نجج أف كل ضمعاف متقابلاف متؾازياف    XYGZكلكؽ في الذكل  

 متؾازي أضلاع    XYGZالذكل     

               

                                   

                     

 (  نجج أف : 7(  ك )6)  بالتعؾيض مؽ

                  
 

 
          

 

 
          

     
 

 
                           ( ) 
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 كىؾ السظمؾب ثانياً. 
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 يراكس الدثهثبد انمغريخ نكرح َظريخ
تقع جسيعاً عمي  R   كد السثمثات القظخية لأي كخة نرف قظخىا امخ   *

 :  حيث    r سظح كخة كاحجة نرف قظخىا 

         
 

 
      

 :  تعاريف  *

ىؾ أي مثمث مخسؾـ في الكخة بحيث تكؾف قاعجتو قظخ   القظخي لكخة :السثمث  -
 في الكخة كرأسو تقع عمي محيط الكخة . 

ىؾ أي مثمث مخسؾـ في الجائخة بحيث تكؾف قاعجتو قظخ السثمث القظخي لجائخة :  -
 في الجائخة كرأسو تقع عمي محيط الجائخة .  
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 * السعظيات : 

M  كخة مخكدىاM  كنرف قظخىا  R  كل مؽ ،       ,        , 
  ىؼ ستة مثمث قظخية في الكخة   ̿ ̿ ̿    ,  ̿ ̿ ̿    ,  ̅ ̅ ̅    ,  ̅ ̅ ̅   

M      ، X1 , X2  , X3  , X4  , X5  , X6    ىؼ مخاكد السثمثات القظخية
 عمي التختيب . 

 * السظمؾب : 

تقع جسيعاً عمي  X1 , X2  , X3  , X4  , X5  ,    X6 إثبات أف الشقاط   

   محيط دائخة كاحجة نرف قظخىا يداكى 
 

 .   M  نرف قظخ الكخة الأصمية     
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 * العسل : 

̅̅    ̿̿̿   نرل كل مؽ الشقاط      .  Mبسخكد الكخة            ̅     ̿       ̅

 * البخىاف : 

ىؾ عبارة عؽ نرف قظخ  لمكخه   CMنجج أف الستؾسط     ABCفي السثمث  
أي أف ىي نقظة تقاطع   Δ ABCىي مخكد السثمث    X1كبسا أف الشقظة  
    Δ ABCمتؾسظات السثمث 

مؽ    2 : 1  تقدؼ الستؾسط الحي ىؾ نرف قظخ لمكخة بشدبة    X1   الشقظة   
 .  C  جية الشقظة 

 أي أف : 

      
 

 
                     

 

 
                        

 

 
     ̅ 

          
 

 
    ̅              

 

 
   ̿              

 

 
    ̿ 

 أي أف كل مؽ القظع السدتكيسة 

              ̅      ̅      ̿      ̿ 

 ،   M كلكشيؼ جسيعاً مذتخكيؽ في طخؼ كاحج ىؾ  

  rكنرف قظخىا    Mكل مشيؼ عبارة عؽ نرف قظخ في كخة كاحجة مخكدىا     
 حيث : 
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 كىؾ السظمؾب إثباتو
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 َتيجخ نُظريخ يراكس الدثهثبد انمغريخ نكرح
تقع جسيعاً عمي كحيط دائخة    Rكد السثمثات القظخية لأي دائخة نرف قظخىا ا* مخ 

 حيث :  r  كاحجة نرف قظخىا  
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 يضهعبد يثهثبد الدضهع الدُتظى َظريخ
كعجد   L* إذا كصمت مخاكد مثمثات أي مزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو 

كعجد أضلاعو     L-1،  فإف يشذأ مزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو  n  أضلاعو  

n   : حيث 

         
 

 
         

   

 
             ( ) 

  L-1كسا أنو إذا كصمت مخاكد مثمثات السزمع اليشجسي الحي طؾؿ ضمعو  
كىكحا إلي أف نرل إلي السزمع    L-2سيشتج مزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو  

L-N   حيث    : 

              ( 
 

 
       

   

 
 )
 

              ( ) 

ناتج مؽ تؾصيل مخاكد مثمثات مزمع أكبخ   Lكسا أف السزمع الحي طؾؿ ضمعو  
 حيث :   L1مشو طؾؿ ضمعو  

         
 

 
          

   

 
              ( ) 

ناتج مؽ تؾصيل مخاكد مثمثات مزمع أكبخ مشو    L1كسا أف السزمع ذات الزمع  
 حيث :   LNكىكحا إلي أف نرل لمسزمع الحي طؾؿ ضمعو    L2طؾؿ ضمعو  

               (  
 

 
      

   

 
  )
 

             ( ) 
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 * تعاريف : 

 ىؾ نقظة تقاطع متؾسظاتو كىؾ مخكد ثقمو .  : مخكد أي مثمث -

ىي السثمثات الشاشئة مؽ تؾصيل مخكد  : مثمثات أي مزمع ىشجسي مشتغؼ -
 السزمع مع رؤكسو . 

  L* تسثل الشغخية بخط بياني يذسل أطؾاؿ أضلاع كل مؽ السزمع الأساسي  
السزمعات الكبخى كيدسي  سمدمة  ك  السزمعات الرغخى   كأطؾاؿ أضلاع سمدمة

 .   ( خط تؾضيحى لسزمعات مثمثات السزمعات  )
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 :  * السعظيات

ABCDEF   مزمع ىشجسي سجاسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو   L  ،    كصمت
   Fك  Eك  Dك  Cك  Bك  A  التي ىي مخكد السزمع بخؤكسو Oالشقظة 

   GMRSTU  مثمثات كصل مخاكد السثمثات الشاشئة فتكؾف السزمع    6 فتكؾف 
 .  L-1   الحي طؾؿ ضمعو

 * السظمؾب : 

 في سمدمة السزمعات الرغخى .   L-N كقيسة      L-1إيجاد قيسة   -0

إيجاد قيسة طؾؿ ضمع السزمع الأكبخ الحي نذأ مؽ تؾصيل مخاكد  مثمثاتو  -2
كىي طؾؿ   LNكأيزاً إيجاد قيسة    L1السزمع الأساسي كالحي طؾؿ ضمعو  

 في سمدمة السزمعات الكبخى .    N ضمع السزمع  رقؼ  

 * العسل : 

  OYعمي   G فتقع الشقظة         ك         ندقط العسؾداف  
 .  Xفي     OA  مع    GM  كسا أنو قج تقاطع    OZعمي     M   كالشقظة

 * البخىاف : 
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 متداكى الداقيؽ   Δ OAB  السثمث

but              

               

  يكؾف :   Δ OAZ  في
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 ىي عجد أضلاع السزمع .    n  حيث

         الدكايايشرف    OZ   كلكؽ

             
   

 
 

                      

     ⁄             
   

 
 

                ⁄      

              ⁄     
 
 ⁄            

   

 
     

      ⁄            
   

 
 

                        
   

 
 

     ⁄            
   

 
      

   

 
 

      ⁄       
      

   
 

    
   
 

          
   

 
 

    ⁄            
   

 
 

                   ⁄      
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ئ مؽ تؾصيل الشاش  GMRSTUىؾ طؾؿ ضمع السزمع    GMحيث  أف  
  فشفخض أف طؾؿ ضمع السزمع   ABCDEFمخاكد مثمثات السزمع الأصمي  

GMRSTU     ىؾ   L-1 . 

               
 
 ⁄            

   

 
              ( ) 

نفخض أف طؾؿ ضمع السزمع الشاشئ مؽ تؾصيل مخاكد مثمثات السزمع الحي طؾؿ 
 . L-2   ىؾ    L-1ضمعو   

              
 
 ⁄   ( 

 
 ⁄           

   

 
 )        

   

 
 

       (   ⁄        
   

 
 )

 

            ( ) 

             (
 
 ⁄        

   

 
)

 

          ( ) 

                   (
 
 ⁄         

   

 
)

 

    

 كىؾ السظمؾب أكلًا. 

يعتبخ مزمع ناتج مؽ     L   كبالعكذ السزمع الأساسي الحي طؾؿ ضمعو
 :   حيث   L1  تؾصيل مخاكد مثمثات مزمع أكبخ مشو طؾؿ ضمعو 

         ⁄               
   

 
 

               
 
 ⁄           

   

 
                  ( ) 
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 ⁄   ( 

 

 
       

   

 
 )       

   

 
 

         (
 
 ⁄      

   

 
)

 

            ( ) 

                      (
 

 
     

   

 
  )
 

           ( ) 

From    (4) , (5) , (6)     ,    we obtain   : 

                     (  
 

 
      

   

 
  )
 

   

 كىؾ السظمؾب ثانياً . 
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 حميمخ هُدسيخ
180  في أي نجسة خساسية ىشجسية يكؾف مجسؾع زكايا رؤكس الشجسة * 

o
   =  

 .  نجسة ىشجسية خساسية     ABCDE: * السعظيات 

 * السظمؾب : 

 . =   180o   إثبات أف زكايا رؤكس الشجسة  
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 * البخىاف : 

 . درجة  081   زكايا   مجسؾع    Δ AHDفي السثمث   

                                                    

 Δ CIHخارجة عؽ           كلكؽ  

                               

                              

                                ( ) 

 Δ EBI   خارجة عؽ                 كلكؽ

                               

 :   يكؾف   (1)  بالتعؾيض في معادلة

                                              

180أي أف مجسؾع زكايا رؤكس الشجسة الخساسية اليشجسية  
o
   =  

  .كىؾ السظمؾب إثباتو 
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 رؤوسهَظريخ أثعبد َمبط الذرو عٍ 
في أي ىخـ ثلاثي  مشتغؼ يكؾف مجسؾع مخبعات أبعاد أي نقظة تشتسي إلي اليخـ  *

 عؽ رؤكسو   

(                )       

 حيث: 

L        . ىي طؾؿ حخؼ اليخـ 

, X     .  ىي بعج الشقظة عؽ مخكد اليخـ 
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 السعظيات: * 

A . SYZ   ىخـ ثلاثي مشتغؼ طؾؿ ضمعوL   مخكدة الشقظة  ،D      ،B 
،   AC  مشترف    SYZ  ،F   ىي مخكد القاعجة    AS  ،C   مشترف  

AC  . ىؾ ارتفاع اليخـ 

 . G كيقظعو في    ASعسؾدي عمي     FGالسدتكيؼ     Fرسؼ مؽ  

 * السظمؾب :

يكؾف مجسؾع مخبعات    S , B , G , C , F , D إثبات أف أي مؽ الشقاط  
 =أبعاد أي مشيؼ عؽ رؤكس اليخـ  

=  1.5  L
2
  +   4 X

2
 

 حيث : 

L    ،  ىي طؾؿ حخؼ اليخـ

  X  . ىي بعج أي مؽ الشقاط الدابقة عؽ مخكد اليخـ 

 * العسل : 

 : Fig  (A)    في 

بكل     C،  ثؼ نرل الشقظة D  , F  ,     Cلكل مؽ الشقاط    Sنرل الشقظة  
 . Z  ,   Yمؽ   

 : Fig  (B)    في
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 . D    , Z  ,   Yبكل مؽ الشقاط    Bنرل الشقظة  

 

  :Fig (C)  في 

 .   SD  ثؼ نرل   Z  ,  Y , D بكل مؽ   G  نرل الشقظة

 : Fig  (D)    في

 .   Z  ,  Y , Sبكل مؽ      نرل الشقظة  

 :  حقائق* 
 يكؾف :    Lفي اليخـ الثلاثي السشتغؼ الحي طؾؿ ضمعو  

 ( جسيع ارتفاعات اليخـ متداكية . 0

 ( السدافات بيؽ مخكد اليخـ كرؤكسو متداكية . 2

 √( ارتفاع اليخـ  3

√ 
      

 ( جسيع أكجو اليخـ عبارة عؽ مثمثات متداكية الأضلاع كمتظابقة . 4

 مؽ جية الخأس .      3 : 1( مخكد اليخـ يقدؼ أي ارتفاع لو بشدبة 5

 ( جسيع ارتفاعات اليخـ تتلاقي في نقظة كاحجة ىي مخكد اليخـ . 6

 .مؽ جية الخأس    0:  2( مخكد أى مثمث يقدؼ أى متؾسط فيو بشدبة   7 

 * طبقا لمثؾابت الدابقة يكؾف البخىاف كالآتى :
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 * البخىاف :
  =عؽ رؤكس اليخـ     S  مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة 

   (    )    (    )    (    )                   ( ) 

     عؽ مخكد اليخـ ىؾ     S   لكؽ مخبع بعج الشقظة
 :  حيث      

  
       ( 

 

 
  
√ 

√ 
    )

 

    ( 
√ 

 √ 
    )

 

    
 

 
     

        
                

 =عؽ رؤكس اليخـ       Sمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة     

                               

                
               ( ) 

 :   Fig  (B)في    * 

 عؽ رؤكس اليخـ  =   Bمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة  

  (    )  (    )  (    )    (    )     

( 
 

 
   )

 

  ( 
 

 
   )

 

  ( 
√ 

 
   )

 

  ( 
√ 

 
   )

 

  

    
 

 
        

 

 
          

 

 
        

 

 
       

    
 

 
                            ( ) 

        عؽ مخكد اليخـ ىؾ   B   كلكؽ مخبع بعج الشقظة
 .  
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متداكى الداقيؽ     Δ DASذلػ لأف    Bقائؼ الداكية في    ADBالسثمث  
   ،  B   في مشترف القاعجة  AS . 

       (    )       (    )        (    )    

    ( 
 

 
      
√ 

√ 
    )

 

    ( 
 

 
    )

 

   

   ( 
√ 

 √ 
    )

 

   
 

 
          

 

 
         

 

 
          

 

 
     

       
      

 

 
                                 

      
 

 
     

  =عؽ رؤكس اليخـ       Bمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    

                         
 

 
       

                    
                  ( ) 

 : Fig  (A)    * في

 =عؽ رؤكس اليخـ    Cمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة  

    (    )      (    )     (    )      (    )   

                               CS   =   CY   =   CZ كلكؽ

  = مجسؾع مخبعات الأبعاد   

     (  )      (  )  

      ( 
 

 
    

√ 

 
    )

 

   ( 
√ 

√ 
    )
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     (
 

√ 
   )

 

    
 

 
       

    
 

 
          

 

 
           

 

 
                   ( ) 

  عؽ مخكد اليخـ ىؾ     C  كلكؽ مخبع بعج الشقظة 
 :  حيث       

  
        (  )    ( 

 

 
  
√ 

√ 
    )

 

   

   ( 
 

 √ 
   )         

 

  
     

          
            

 

  
         

 

 
    

  =عؽ رؤكس اليخـ     Cمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    

     
 

 
           

 

 
         

 

 
       

                   
                  ( ) 

 :  نجج أف    Δ ADBفي السثمث  

     ⁄     ⁄                         
  

  
     

  

  
 

        
 

 
 
√ 

√ 
            

 

 
 
√ 

√ 
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 :   نجج أف   Δ AZSفي السثمث   

B    مشترفAS 

                 

  B  نجج أنو قائؼ الداكية في   Δ ZBG  في السثمث

      (    )    (    )    (    )  

  (         )     (   )  

  (  
 

 
     

 

 
   )

 

   ( 
√ 

 
   )

 

 

  (  
 

 
   )

 

  
 

 
     

   
 

  
        

  

  
       

    
  

  
          

 

 
     

     (  )        
 

 
     

فييسا ضمعاف كزاكية محرؾرة    Δ AGYك      Δ AGZكلكؽ السثمثاف  
 السثمثاف متظابقاف  متشاعخيؽ متداكييؽ  ،  

                 

  =عؽ رؤكس اليخـ    Gمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة     
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   (    )    (    )      (    )    

   ( 
 

 
   )

 

   ( 
 

 
   )

 

     ( 
 

 
    ) 

    
 

 
        

 

 
        

  

 
     

   
  

 
          

 

 
                     ( ) 

  عؽ مخكد اليخـ ىؾ    G  لكؽ مخبع بعج الشقظة
 حيث :      

  
     (    )    (    )     (    )  

               
 

 
    

          ( 
 

 
      

 

 
    ) 

   
 

 
         

 

 
         

 

 
    

     (  )       
 

  
     

          (    )     
 

 
 (أثبت  من  قبل)               

     
      (  )       

 

 
         

 

  
     

   
 

  
         

 

   
         

  

  
     

        (  )
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  =عؽ رؤكس اليخـ     Gمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة       

     
 

 
         

  

 
         

  

  
      

   
  

  
       

  

  
       

                      
             ( ) 

 : Fig  (D)    * في

  =عؽ رؤكس اليخـ   F مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة  

   (  )    (  )    (  )      (  )  

   AC    ىؾ ارتفاع اليخـ عمي القاعجة  SYZ . 

تكؾف      SYZمؽ رؤكس  القاعجة     ACأبعاد أي نقظة عمي الارتفاع     
 متداكية

                      

 مجسؾع مخبعا الأبعاد  =     

  (    )      (    )  

  ( 
 

 
   
 

 
     )      [ (    )    (    )  ]  

   
 

 
          [ ( 

 

 
  
√ 

 √ 
  )

 

    ( 
 

  
  
√ 

 
  )

 

  ] 

   
 

 
        * ( 

 

√ 
   )

 

   ( 
 

√ 
   )

 

 + 
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           ( 

 

 
        

 

 
    ) 

    
 

 
         

 

 
                

 

 
               ( ) 

  عؽ مخكد اليخـ ىؾ    F  كلكؽ مخبع بعج الشقظة
 حيث  :      

  
      ( 

 

 
     )

 

    ( 
 

 
      

√ 

√ 
    )

 

    
 

  
     

         
      

 

  
        

 

 
     

  =عؽ رؤكس اليخـ    Fمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    

    
 

 
                     

 

 
     

                  
                (  ) 

  *D     ىي مخكد اليخـ الثلاثي السشتغؼ لحلػ فجسيع أبعاد الشقظةD   عؽ
 رؤكس اليخـ تكؾف متداكية . 

  =     عؽ رؤكس اليخـ   Dمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة   -

     (    )         ( 
 

 
   
√ 

√ 
    )

 

 

     (  
 

  
   
 

 
      )                           (  ) 

 صفخ  =عؽ مخكد اليخـ    Dكلكؽ مخبع بعج الشقظة  
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  =عؽ رؤكس اليخـ     D  أي أف مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة 

                                  
        (  ) 

(   أف 12) ,   (10)  , ( 8) ,( 6)  ,  (4)  , ( 2* كاضح مؽ السعادلات   )

  =   قيسة ثابتة   =مجسؾع مخبعات أبعاد أي نقظة تشتسي إلي ىخـ ثلاثي مشتغؼ 

                  

 حيث : 

L    ىي طؾؿ حخؼ اليخـ 

,  X   . ىي بعج الشقظة عؽ مخكد اليخـ 

 كىؾ السظمؾب إثباتو                                  
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 حمبئك
* السدتكيؼ الؾاصل مؽ مخكد السكعب إلي مشترف أي حخؼ في السكعب يكؾف 

 عسؾدي عميو . 

* السدتكيؼ الؾاصل مؽ مخكد السكعب إلي مخكد أي كجو في السكعب يكؾف 
 عسؾدي عميو . 

 فإف :    L  * إذا كاف طؾؿ حخؼ السكعب ىؾ

        √قظخ كجو السكعب   -

         √ قظخ السكعب   -
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 رؤوسه  أثعبد َمبط الدكعت عٍ َظريخ

 رؤكسو  ؽع  L* مجسؾع مخبعات أبعاد أي  نقظة تشتسي لسكعب طؾؿ حخفو  

                   

 ىي بعج الشقظة عؽ مخكد السكعب .  X    حيث
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 * السعظيات :

 :   Fig  (A)كسا ىؾ كاضح في  

ABCDEFGH     مكعب مخكدهM    كطؾؿ حخفوL   كل مؽ الشقاط الأتية   .
نقاط تشتسي لمسكعب كتبعج عؽ مخكده    Z  , Y , S , M , C , K , Nكىي   

عمي التختيب    XZ , XY , XS , XM , XC , XK , XN بالسدافات  
 حيث : 

N     مشترفDC     ،K      مشترفNC    ،C    ىي رأس مؽ رؤكس
مشترف    MY     ، Yمشترف   S  ىي مخكد السكعب ،     Mالسكعب  ،   

EG      ،Z      مشترف  EY . 

 * السظمؾب : 

 , Z , Y , S  ,  M , C إثبات أف مجسؾع مخبعات أبعاد أي نقظة مؽ الشقاط   
K  , N       =    6عؽ رؤكس السكعب L

2
  +  8 X

 حيث :        2

L   . ىي طؾؿ حخؼ السكعب 

 ىي بعج الشقظة عؽ مخكد السكعب .   Xك 

 * العسل : 

 :  Fig (B)  في  -

.   ثؼ نرل  A  ك H , G , F , E , Bبكل مؽ الشقاط    Nنرل الشقظة  

N      بسشترفEF    فيO    . لحلػ فيؾ يسخ بسخكد السكعب 
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 : Fig (C)  في   -

  H  ,  F , E  , Aبكل مؽ الشقاط     Cنرل الشقظة  

 :  Fig (D)  في  -

ثؼ نرل    H  , G  , F  , E  , B  , Aبكل مؽ الشقاط      Kنرل الشقظة  
 .  N  , Kبكل مؽ الشقاط      Mالسخكد  

 :   Fig (E)في   -

 ثؼ نرل الشقظة   F , E , D , C , B ,   Aبكل مؽ الشقاط   Y  نرل الشقظة  

 Y   بالسخكدM  . 

 :   Fig (F)في   -

ثؼ نرل     H  , F , D , C , B , Aبكل  مؽ الشقاط       Zنرل الشقظة 
 .  FYثؼ نرل    Z  , Yبالشقاط    Mالسخكد  

 :  Fig (G) في   -

 . H  ,  G , F  ,  E , D  , C  , B  ,  Aبالشقاط      Mنرل نقظة السخكد  

 * البخىاف : 

 :   (  N* ) الشقظة  

 :   Fig (B)في  

  =عؽ رؤكس السكعب   N  مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة  
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  [ (  )    (  )    (  )    (  )  ]     

[ (    )    (    )  ]    [ (    )    (    )  ] 

كل مؽ السثمثات الأتية متظابقة كذلػ لتداكى ضمعيؽ كزاكية محرؾرة قائسة في 
كيشتج    Δ NCG  , Δ NDH  ,  Δ NCB , NDA Δ كل مشيؼ كىؼ  

  NA   =   NB   =   NH   =   NG:           مؽ التظابق أف  

   (    )    (    )    (    )     (    )    

   ( 
 

 
    )

 

           
 

 
     

متظابقاف لتداكى     Δ  NAE   ,   Δ NBFكسا أف كل مؽ السثمثات   
 ضمعاف كزاكية محرؾرة قائسة في كل مشيؼ . 

 يشظبق السثمثاف كيشتج أف :     

          

   (    )     (    )     (    )    (    )      

     
 

 
                  

 

 
     

Also :  

          

    (    )    (    )    
 

 
     

 =عؽ رؤكس السكعب    N مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    

   [ (    )    (    )    (    )    (    )  ]    
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 [ (    )    (    )  ]    [ (    )    (    )  ] 

      ( 
 

 
    )      (

 

 
    )     (  

 

 
    )     

            
 

 
        

 

 
                          ( ) 

 XNعؽ مخكد السكعب ىؾ    Nكلكؽ بعج الشقظة  

   (  )
    (  )  

   N    في مشترفDC    كلكششا عشجما كصمشا الشقظةN   بالسخكد كمجنا فيؾ
يقع تسامو في   NMOكذلػ لأف   O في السشترف في    EFحتساً يلاقي  

كىؾ عبارة عؽ مدتظيل تقع فيو نقظة مخكد السكعب كيكؾف     CDEFالسدتؾى  
NO    ىؾ مدتكيؼ كاصل بيؽ مشترفي ضمعيؽ في السدتظيل  CDEF . 

                                        ⁄  ⁄    

 ىؾ متؾازي أضلاع  NDEO الذكل     

                 

           
 

 
          

     (    )
       ( 

 

 
    )

 

    ( 
 

 
  √ (    )    (    )  )    

    
 

  
   [   (    )       (    )   ]      

   
 

 
  (       )     

 

  
  (      )      
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      (  )
          

 

 
              

 =عؽ مخكد السكعب    Nمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة      

                           

               
             ( ) 
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 :  ( C* )الشقظة 

  :Fig  ( C )  في  

  =عؽ رؤكس السكعب    Cمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة  

[ (    )    (    )    (    ) ]     

[ (    )    (    )    (    )   ]    (   )    

         (         )                           ( ) 

  XC   =   MCحيث  :    XCعؽ مخكد السكعب ىؾ    Cكلكؽ بعج الشقظة  

   (    )
    (    )    ( 

 

 
     )

 

   
 

 
  (    )    

  
 

 
          

 

 
     

           
           

 =عؽ رؤكس السكعب     Cمجؾع  مخبعات أبعاد الشقظة    

                         

              
      ( ) 

 :  ( K* )الشقظة 

 : Fig (D)  في  

 =عؽ رؤكس السكعب   K  مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة  

  (    )    (    )    [ (    )    (    )  ]    

[ (    )    (    )  ]    (    )    (    )    
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  (
 

 
  )

 

   (
 

 
  )

 

     * (
 

 
  )

 

      +    

   * ( 
 

 
   )

 

      +    [ ( 
 

 
  )     ( √    )

 
 ]    

* (
 

 
  )

 

   (√    )
 
   

   
 

  
       

 

  
       

 

  
              

  

  
     

           
 

  
              

 

   
              

  
  

  
                                            ( ) 

 حيث :  XKمؽ مخكد السكعب ىؾ     Kكلكؽ بعج الشقظة  

        

 . N  قائؼ الداكية في      Δ  KNMالسثمث   

        
 

 
     

    (    )    (    )    (    )    

  ( 
 

 
   )

 

   ( 
 

 
  √     )

 

   

   
 

   
        

 

 
         

 

  
     

     
      

 

  
                            

   

  
                 

 =عؽ رؤكس السكعب     Kمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة      
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                  ( ) 
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 ( : Y* )الشقظة 

 =عؽ رؤكس السكعب     Yمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    :Fig (E)  في  

   (    )    (    )    (    )      (    )    

 (    )    (    )    (    )      (    )    

       (    )       (    )    

      (    )       [ (    )    (    )  ]    

      ( 
 

 
  √     )

 

     ( 
 

 
  √     )

 

          

       ( 
 

 
   )

 

     ( 
 

 
    )

 

           

                                            ( ) 

 حيث  : XY  عؽ مخكد السكعب  ىؾ   Yكلكؽ بعج الشقظة  

        
 

 
                       

    
 

 
     

        
          

 =عؽ رؤكس السكعب    Y مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    

                                      
           ( ) 

 :   (Z الشقظة  * )

 =عؽ رؤكس السكعب     Zمجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة      :Fig (F)   في  

   [ (    )    (    )    [ (    )    (    )    (    )    

 
(    )

 
   (    )    (    )  ] 
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فييسا ضمعاف كزاكية محرؾرة متشاعخيؽ   Δ ZEHك    Δ ZEFالسثمثاف  
 السثمثاف متظابقاف.    كمتداكييؽ 

             

فييسا ضمعاف كزاكية قائسة محرؾرة    Δ ZHDك   Δ ZFBأيزا السثمثاف   
 السثمثاف متظابقاف.    متشاعخيؽ كمتداكييؽ  ،  

             

 . Y  قائؼ الداكية في     Δ  ZYFالسثمث   

    (    )      (    )    (    )    

   ( 
 

 
 √     )

 

    ( 
 

 
 √     )

 

   

   
 

  
        

 

 
         

 

  
        

 

  
        

   
  

  
         

 

 
     

 لحلػ .    Fقائؼ الداكية في     ZFBالسثمث   

(  )      (    )    (    )    
 

 
               

 

 
     

 :   حيث   XZ   عؽ مخكد السكعب ىؾ   Z  كلكؽ بعج الشقظة 

  
      ( 

 

 
  √    )

 

   ( 
 

 
   )

 

   

   
 

 
       

 

 
      

 

 
       

 

 
      

 

 
     

        
           

 

 
                           ( ) 
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    =عؽ رؤكس السكعب       Z   مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة    

                                        
      (  ) 

 ( :  Mالشقظة  * )

 =عؽ رؤكس السكعب   M      : مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظةFig (M) في  

     (  )      ( 
 

 
   √     )

 

   

     ( 
 

 
     )                    (  ) 

  XM   =   صفخ   =عؽ مخكد السكعب     M   كلكؽ بعج الشقظة

       
                                  

          

 =عؽ رؤكس السكعب     M   مجسؾع مخبعات أبعاد الشقظة      

                                      
         (  ) 

 * مؽ السعادلات : 

 (    يتزح لشا أف : 2) ,(  4) ,(  6) ,(  8) ,(  10) ,(  12)

 مخبعات أبعاد أي نقظة تشتسي إلي مكعب عؽمجسؾع 

L 6           =رؤكسو   
2
 + 8 X

 حيث  :  2

L     ىي طؾؿ حخؼ السكعب . ك   X  . ىي بعج الشقظة عؽ مخكد السكعب 

 كىؾ السظمؾب إثباتو    

 * نتيجة : 
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L 12 =   مجسؾع مخبعات أبعاد أي  رأس مؽ رؤكس السكعب عؽ باقي رؤكسو
2
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 يضهعبد يثهثبد َمبط الدضهعَظريخ 
 الشقظية سزمعات الفي أي مزمع ىشجسي مشتغؼ أك غيخ مشتغؼ يكؾف جسيع 

سزمع السشاصف لمسزمع الأساسي تكؾف لجاخل محيط ال لجسيع الشقاط التي تشتسي
 ك يكؾف مداحة أى مشيؼ تداكى أربعة أتداع مداحة السزمع السشاصف متظابقة

.    

 :  تعاريف  *

ىؾ السزمع الشاشئ مؽ تؾصيل نقاط تشريف   :  السشاصف لسزمعالسزمع  -
 .  أضلاع السزمع الأصمي

تشتسى  نقظةأى ىؼ السثمثات الشاتجة مؽ تؾصيل   :  لسزمع يةشقظالسثمثات ال -
 .   بخؤكس السزمع لجاخل محيط السزمع

  ىؾ السزمع الشاتج مؽ تؾصيل  نقاط مخاكد   :  الشقظى لسزمع أساسىسزمع ال -
 .  الشقظية لمسزمع الاساسى  السثمثات
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318 

   

 
 * السعظيات: 

 نقظتاف تشتسياف  M  , N   ، مزمع ىشجسى غيخ مشتغؼ              
̅̅̅̅      لسزمع السشاصفا لجاخل محيط   Fig (A)  في  .̅  ̅  ̅  ̅  ̅  

 ةيسثمثات الشقظالبخؤكس السزمع الأساسي فتكؾنت    M  كصمت  Fig (A)  في
  الشقظى فتكؾف السزمع الشقظية كصمت مخاكد تمػ السثمثات  Mلمشقظة  

  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿    .  

   حجث نفذ الذئ كسا حجث في الشقظة لؾ   N بالشدبة لمشقظة   Fig (B)  في
M   الشقظى فتكؾف السزمع    ̿̅  ̿̅  ̅̿  ̿̅  ̿̅  ̿̅   . 
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 :  * السظمؾب

 ̅̿  ̅̿  ̅̿  ̿̅  ̅̿  ̅̿     ,     ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿     الشقظييؽ إثبات أف كل مؽ السزمعاف
 . السزمع السشاصف    ( أربعة أتداع   ) سشيسا تداكى احة أيك أف مد متظابقاف

 :  * العسل

بخؤكس السزمع السشاصف    M , N  في الذكميؽ نرل كل مؽ الشقظتيؽ
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ . 

 :  * البخىاف

 :   نجج أف Fig (A)    في

 مخكد السثمث      ̿      ،                 متؾسط لمسثمث     ̅   

    
  ̿

  ̅
         

 

 
                ( ) 

 مخكد السثمث     ̿   ،           متؾسط لمسثمث     ̅   

    
  ̿

  ̅
        

 

 
                 ( ) 

From    (1)   ,   (2)     we find that : 

 ̿ ̿  ⁄   ̅ ̅⁄               
 ̿ ̿

 ̅ ̅
         

 

 
            ( ) 

  بالتشاعخ

            ̿ ̿                   ̅ ̅  
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  بالتشاعخ

                ̿ ̿                    ̅ ̅ 
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 : نجج أف       ̅ ̅        ,    ̿ ̿          * في السثمثاف

  ̿

  ̅
      

  ̿

  ̅
      

 ̿ ̿

 ̅ ̅
     

 

 
             ( ) 

          ̿ ̿           ̅ ̅                   ( ) 

 :  يسكؽ إثبات أف ̅ ̅         ,   ̿ ̿         بشفذ الظخيقة في السثمثاف

  
 ̿ ̿

 ̅ ̅
       

 

 
                ( ) 

           ̿ ̿            ̅   ̅̅ ̅          ( ) 

From   (4)  ,   (6)               we find that :  

 ̿ ̿

 ̅ ̅
      

 ̿ ̿

 ̅ ̅
        

 

 
 

  ,   ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿   الشقظياف * كىكحا يسكؽ إثبات أنو في السزمعاف
 .   جسيع أضلاعيؼ الستشاعخة متشاسبة   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 

From   (5)  , (7)            we find that :  

      ̿ ̿ ̿           ̅ ̅ ̅ 

 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ,   ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿    * ىكحا يسكؽ إثبات أنو في السزمعاف
 جسيع زكاياىؼ الستشاعخة متداكية 

 .  متذابياف الشقظياف السزمعاف   

   الشقظياف نجج أنو بالسثل يسكؽ إثبات أف كل مؽ السزمعاف Fig (B)* في 
 :  متذابياف كأف      ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅     ,     ̅̿  ̅̿  ̅̿  ̿̅  ̅̿  ̅̿ 
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 ̿̅ ̿̅

 ̅ ̅
   
 

 
             ( ) 

 متذابياف.      ̅̿  ̅̿  ̅̿  ̿̅  ̅̿  ̅̿    ,   ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿    كل مؽ السزمعاف  

       
 ̿ ̿

 ̅ ̅
       

 ̿̅ ̿̅

 ̅ ̅
       

 

 
 

        ̿ ̿         ̿̅ ̿̅ 

متذابياف كلكؽ     ̅̿  ̅̿  ̅̿  ̿̅  ̅̿  ̅̿    ,    ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿    كبسا أف السزمعاف
 بيسا ضمعاف متشاعخاف متداكياف. 

 .  السزمعاف متظابقاف     

الى داخل  جسيع الشقط التي تشتسيل الشقظيةلحلػ يسكؽ إثبات أف جسيع السزمعات 
 تكؾف جسيعيا متظابقة.   ساسىلسزمع أ فسشاصاللسزمع ا محيط

 أكلاكىؾ السظمؾب 
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 حبنخ خبصخ

   n  كعجد أضلاعو  L  أي مزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو في
التي  الشقظية لمسزمع اليشجسى السشتغؼ كسزمعات اليكؾف جسيع   M  كمداحتو

السزمع السشاصف لمسزمع اليشجسي السشتغؼ تكؾف متظابقة  داخل محيط تشتسي إلي
   :   حيث    ̅   ككل مشيؼ لو مداحة

   ̅        
 

 
           ( 

   

 
 )       
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325 

   

 :  * السعظيات

  nكعجد أضلاعو   Lمزمع ىشجسي مشتغؼ طؾؿ ضمعو              
ىي مخكد   X  ،  ىؾ السزمع السشاصف لو   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ،M    كمداحتو

مؽ   n فتكؾف عجد                بخؤكس السزمع  X  السزمع كصمت
لو    ̿  ̿  ̿  ̿  ̿  ̿   الشقظى مخاكد تمػ السثمثات فتكؾف السزمعالسثمثات كصمت 

   ̅            مداحة ىي

 :  * السظمؾب

 إثبات أف 

 ̅      
 

 
           (

    

 
 )     

 :  * العسل

̿̿̿̿      ̿     بسخاكد السثمثات التي ىي رؤكس السزمع  X  نرل مخكد السزمع  

كنسجىؼ فيلاقؾا نقاط أنراؼ السزمع اليشجسي   ̿   ̿     ̿    ̿ 
 .    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅    التي ىي رؤكس السزمع السشرف              

 :  * البخىاف

السزمع السشاصف  داخل محيط كسا ىؾ كاضح في الشغخية أنو أي نقظة تشتسي إلي
 .  نقظة السخكدمي شغخية لحلػ في ىحه الحالة نبخىؽ عتشظبق عمييا ال

  L  طؾؿ ضمعو                   * السزمع

 حيث  :  Mمداحة السزمع الاساسي     
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                     ( ) 

ىؾ مزمع مشاصف لمسزمع اليشجسي، لحلػ طؾؿ   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅     السزمع
  : حيث   L-1  ضمعو

                 ( 
   

 
 (نظخية السزلعات الستشاصفة)         ( 

    ̅ ̅                ( 
   

 
 )               ( ) 

 :  يكؾف    ̅ ̅    في السثمث

 .  متؾسظاف لسثمثاف متداكيا الأضلاع كمشظبقاف    ̅    ,   ̅  

     
  ̿

  ̅
       

  ̿

  ̅
      

 

 
                          ̿ ̿     ̅ ̅ 

          ̿ ̿               ̅  ̅           

     ̿ ̿                  ̅ ̅ 

متذابياف لتداكى الدكايا السشاعخة    ̅ ̅       ,   ̿ ̿       كل مؽ السثمثاف  
 لكل مشيسا. 

     
 ̿ ̿

 ̅ ̅
       

  ̿

  ̅
       

 

 
 

      (  ̿ ̿ )           
 

 
  (  ̅ ̅ ) 

      (  ̿  ̿)           
 

 
            ( 

   

 
 ) 

      ̅       
 

 
  (  ̿ ̿ )

 
            ( 

   

 
 ) 
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 )        ( 

   

 
 )          ( ) 

*  From    (1) , (3)             we find that  :  

 

 ̅
       

 
 
              ( 

   
 
 )

 
 
                 ( 

   
 
 )         ( 

   
 
 ) 

 

    

 
 
 

 
 
         ( 

   
 
 ) 
       

 

 
   

 

        ( 
   
 
 ) 

 

       
 

 ̅
            

 

           ( 
   
 
 )

 

       ̅            
 

 
          ( 

   

 
 )     

 كىؾ السظمؾب إثباتو
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